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Настоящая  работа  посвящена  изслѣдовавіямъ  по  теоріи 
роста  функцій,  представлен  ныхъ  или  рядомъ  ТауІогЪ,  или 
произведениями  типа  ТѴегегзігазз^в,,  а  также  изученію  общихъ 
принцйповъ  роста  модуля  функцій  съ  точки  зрѣнія  одно- 
значности роста  модуля  функціщ  послѣднее  понятіе — новое 
въ  анализѣ,  и  его  роль  вѣроятно  будетъ  оцѣнена  въ  будущемъ. 

Весьма  естественно,  если  предложенъ  функцгя — рядъ 
или  функцгя — произведете  (^еіег8ітаз8'овское),  изучать  ихъ 
ростъ  асимптотически  и  непосредственно,  изучая  индиви- 
дуальности заданныхъ  рядов ъ  или  произведеній;  это  мы  и 
дѣлаемъ  на  примѣрѣ  функціи  ЕЛ(х)  МШад-Ве/уіега,  и  дру- 
гихъ  и  приходимъ  къ  интереснымъ  соображеяіямъ  общаго  ха- 
рактера относительво  однозначности  роста  и  ея  роли,  а  так- 
же относительно  роста  „новыхъ"  величинъ  такъ  называемыхъ 
„сгоівзап^е  сіез  іопсііопз"  или  „ЛѴазспзтдіт",  и  соотношеніямъ 
между  ними. 

Что  особенно  интересно,  мы  обнаруживаемъ  тѣснѣйшую 
связь  между  теоріей  роста  рядовъ  съ  точки  зрѣнія  ихъ  схо- 
димости или  расходимости  и  теоріей  роста  вообще  модуля 
функціи  и  выводимъ  общгй  основного  принципъ  изученія  ро- 
ста при  помощи  скалы  Ви-Воіз  ВеутопоѴъ. 

Основной  принципъ  позволяетъ  намъ  прежде  всего  клас- 
сифицировать всѣ  существу ющія  цѣлыя  трансцендентвыя  функ- 
ціи  на  категоріи,  а  затѣмъ  кромѣ  того  онъ  же  можетъ  слу- 
жить и  исходнымъ  пунктомъ  въ  вопросахъ  изученія  функціи 
съ  точки  зрѣнія  роста  ея  модуля,  роста  и  распредѣленія  ся 
нулей. 

Въ  этомъ  направленіи  уже  получены  значительные  ре- 
зультаты благодаря  ученымъ  Е.  БогеГю,  Ей.  Маіііеі^  Е. 
ЫпАеЩ'у,  ВІитепіЪаѴю  и  др.,  и  мы  несомнѣнно  находи- 
лись подъ  вліяніемъ  работъ  только  что  упомянутыхъ  ученыхъ, 
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и  тѣмъ  не  менѣе  читатель  откроетъ,  быть  можетъ,  одинъ 
специфическій  оттѣнокъ  при  изложеніи  нами  этихъ  резуль- 
татовъ,  именно  наша  точка  зрѣнія  —  точка  зрѣнія  асимпто- 
шическаго  счета  съ  величинами  „модуль  функціи",  „ростъ 
модуля  нуля",  и  тому  подобными. 

Нѣкоторые  результаты  полученные  нами  совпадаютъ  съ 
результатами  ВогеГя,  ЫпаеІбГа  и  др. 

Наша  точка  зрѣнія  позволяетъ  указать  также  и  методы 
при  опредѣленіи  модуля  функціи  асимптотически  или  при 
опредѣленіи  просто  асимптотическаго  роста  самой  функ- 
ціи.  Читатель  найдетъ  на  это  у  насъ  немало  примѣровъ. 

Весьма  важными  теоремами  для  цѣлыхъ  трансцендент- 
ныхъ  функцій,  да  и  вообще  для  какихъ  угодно  функцій,  явля- 
ются теоремы  подобныя  теоремамъ  Най,атагаѴ&  о  тахітитЪ 
и  тіпітит'ѣ  модуля  транецендентныхъ  цѣлыхъ  функцій  на 
перифэріи  даннаго  круга  въ  силу  ихъ  интимной  связи  съ 
такъ  называемым^  саз  оѴехсерііоп  Рісагд!&. 

Этому  вопросу,  равно  какъ  и  самой  теоремѣ  ВісагоѴѣ^ 
нами  удѣлено  много  вниманія,  и  эта  связь  нами  иллюстри- 
руется многими  примѣрами  и  теоремами.  Кромѣ  того  мы  да- 
емъ  самой  теоремѣ  РісапГа  нѣсколько  иную  форму:  обычно 
теорема  РісагоѴа  даетъ  представленіе  о  распредѣленіи  нулей 
функціи 

Ф(*)  +  0(*)=О, 

гдѣ  Ф(з) — цѣлая  трансцендентная  функція,  а  д(з) — полиномъ 
или  цѣлая  фунщія  роста  менѣе  быстраго,  нежели  Ф(^),  при- 
чемъ  объ  этомъ  распредѣленіи  нулей  говорятъ  съ  точки  зрѣ- 
нія  роста  модулей  ну  лещ  мы  думаемъ,  что  можно  о  томъ  же 
говорить  и  съ  точки  зрѣнія  числа  пулей  въ  кругѣ  даннаго 
радіуса=г:  теорема  РісагоѴа  такъ  видоизмѣненная  остается 
въ  силѣ.  Алгебраическимъ  соображеніямъ  о  нуляхъ  функціи 
при  помощи  теоремы  ВоПе'я  и  теоремѣ  Ъисаз  (Сотріез  Веп- 
оіиз.  89,  р.  224): 

„Тоиі  сопіоиг  (егшё  сопѵехе  епѵігоппапі  Іе  дгоире  йсз 
рогпіз  гадіпез  оіе  Ѵеаиаігоп  ргорозёе  епѵігоппе  аиззг  Іе  дгоире 
оіез  роіпіз  гадіпез  оіе  Ѵёдиаігоп  а7егіѵёе.и 

дано  также  въ  нашей  работѣ  много  мѣста,  и  читатель 
найдетъ  по  этому  вопросу  нѣсколько  примѣровъ. 
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Занимаясь  теоріей  конформности,  мы  невольно  обратили 
вниманіе  въ  работахъ  Л.  Зсіііѵаг^а,  и  Натаск'а,  (ІІеЪег  <3а8 
Іо&агііптівспе  Роіепііаі,  Ьеіряі^,  1887)  на  многія  теоремы  и 
неравенства  по  существу  являющіяся  теоремами  роста  фупкцій. 

Это  заставило  насъ  углубить  изысканія  въ  этомъ  па- 
правлепіи,  и  мы  буквально  встали  на  точку  зрѣнія  Е.  Ып- 
йе16р&,  развитую  имъ  въ  его  мемуарѣ  „Метоіге  зиг  сегіаі- 
пез  іпёдаШёв  аапз  1а  іііёогіе  сіез  іопсііопз  тапо&епез"... 
(Асіа  Ееппіса,  Т.  35),  независимо  отъ  Е.  ЪіпсІеІбГа. 

Многія  неравенства  Е.  ЪішІеІоТа,  конечно,  болѣе  глу- 
бокія  и  точныя,  чѣмъ  наши,  схожи  съ  нашими*,  несмотря  на 
несовершенство  нашихъ  размышленій  по  сравненію  съ  Ілп- 
(ІеІбГовскими,  мы  все-же  приводимъ  наши  собственныя. 

Эта  интимная  связь  между  ростомъ  функціи  чисто  ну- 
мерическимъ  и  ея  чисто  функціональнаго  характера  свой- 
ствами —  замѣчательна;  благодаря  этому  факту  теоремы  ро- 
ста связуются  съ  изслѣдованіями  НиггоНя'а,  (Ѵіегіеізіапг 
зспгШ  а\  КаіигГогзспепсІеп  безеіі.  іп  ХйгісЪ  1904),  РЬгад- 
тегіъ,  (8иг  ипе  ехіепзіоп  (Типе  іііеогете  сіаззідие  сіе  1а  іііё- 
огіе  сіев  іопсхіопз.  Асіа  МаіЬ.  28)  и  Ьапйаи  „8  иг  диекіиев 
^ёпегаіізаііопз  сіи  іпёогете  сіе  М.  Рісагсі."  (Аппаіез  (1е  ГЕсоІе 
№огта1е,  1907).  Подъ  вліяніемъ  работъ  Е.  ЪіпсІеІбГа  (Асіа 
8осіеьаІІ8  8сіепііагат  Ееппісае,  Т.  35)  мы  занимались  также 
и  неравенствами  Чебышева,  данными  имъ  для  полиномовъ  и 
ихъ  нулей,  и  пытались  поставить  его  теоремы  въ  связь  съ 
нашими  изслѣдованіями,  но  намъ  удалось  лишь  обнаружить 
связь  идей  Чебышева  съ  нѣкоторыми  современными  идеями 
(Е.  Еаийаи  Іос.  сіі.),  положительныхъ  же  результатовъ  въ 
этомъ  направленіи  мы  получить  не,  могли,  но  связь — повто- 
ряемъ— алгебры  съ  теоріеп  роста  функцій  нами  освѣщена, 
смѣемъ  думать,  достаточно  ярко. 

Есть  въ  нашей  работѣ  также  небольшой  псторическій 
экскурсъ  въ  область  прошлаго,  которое  мы  освѣщаемъ  лучами 
современности,  именно  мы  останавливаемъ  вниманіе  читателя 
на  работѣ  ЫожШе'я  „8иг  1а  сІазвіГісаііоп  <1е8  ігапзсепсіап- 
іе8  еь  зиг  ГітроззіЫНіё  (1'ехргішег  Іез  га^іпез  (1е  сегіаіпез 
ёдиаііопз  еп  іопсііоп  Гіпіе  ехріісііе  сіез  соеіТісіепІ8а  (Лоигпаі 
ае  ЬіоиѵШе,  Т.  2).  Обобщеніе  идей  ЫоигШе'я  мы  видимъ  въ 
знаменитой  теоремѣ  ВогеГя  (Асіа  Маііі.  20): 


1* 


„Равенство 


...+Рв(г).е 


=  0 


невозможно  при 


если  ростъ  Рг(#)  (г=^,5, . .  .  ,р)  есть  по  крайней  мѣрѣ  для 
одной  изъ  нихъ  еіЧг),  а  ростъ 


не  выше  еКО(і~«)(а<І).а 

Связывая  же  эту  теорему  съ  теоремой  Ыпйетапп'г,  отно- 
сительно равенства 

Ахе*і  +  А2е*2+  . . .  +Апе*п=0, 

гдѣ  Аг  и  а,.(г=1,2, . . .  ,  п) — алгебраическія,  мы  свяжемъ  наши 
изслѣдованія  съ  теоріей  чиселъ,  вѣрнѣе  съ  Высшей  Ариеме- 
тикощ  мысль  эта  впервые  была  высказана  современнымъ 
греческимъ  математикомъ  Вётоипйов  (Аппаіез  сіе  ГЕсоІе 
Коппаіе,  1906),  хотя  читатель  найдетъ  по  этому  вопросу  наши 
собственныя  размышленія  независимыя  отъ  идей  Еетоипйоз'а, 
существовавшія  у  насъ  до  знакомства  нашего  съ  замѣчательно 
интереснымъ  мемуаромъ  греческаго  геометра. 

Наконецъ  замѣтимъ,  что  ряды  зоттаЫез  въ  смыслѣ 
ВогеГя  и  суммируемые  тѣмъ  или  инымъ  методомъ  изучаются 
также  нами  въ  связи  съ  теоріей — роста  функцій,  и  по  этому 
вопросу  мы  даемъ  нѣсколько  замѣчаній  и  положеній  не  ли- 
шенныхъ  интереса. 


■Р) 


Глава  1-я 


Функціи  рядомъ  Тау1ог'а  заданный  и  опредѣ- 
леніѳ  для  нихъ  асимптотическихъ  выражеыій 

и  законовъ. 

1.  Мы  тогда  только  сполна  оріентированы  въ  природѣ 
функціи  заданной  намъ  безконечнымъ  рядомъ  (стененнымъ) 
или  безконечнымъ  произведеніемъ  факторов ъ  ТѴеіегзігазз'^ 
вида 


гдѣ 


причемъ  рп — функція  индекса  п,  вообще  говоря,  предста- 
вляетъ  цѣлое  число,  когда  мы  съумѣемъ  задать  ряду  или  та- 
кому произведенію  асимптотическое  выраженіе  эквивалент- 
ное безконечному  числу  членовъ  степеннаго  ряда  или  экви- 
валентное безконечному  произведенію  факторовъ,  при  этомъ 
мы  должны  еще  постараться  опредѣлить  степень  приближенія 
нашего  асимптотическаго  выраженія  къ  предложенной  намъ 
для  изученія  функціи. 

Покажемъ,  какими  принципами  и  методами  при  рѣшеніи 
подобной  проблемы  мы  можемъ  руководствоваться. 

Уже  изъ  самой  постановки  проблемы  видно,  что  такими 
^оображеніями  и  методами  не  могутъ  быть  общге  методы, 


исчерпывающее  проблему  во  всевозможныхъ  случаяхъ:  инди- 
видуальная природа  каждаго  отдѣльнаго  случая  играетъ  слиш- 
ком ъ  видную  роль;  тѣмъ  не  менѣе  мы  не  совсѣмъ  безоружны, 
и  нѣкоторыя  обіція  соображенія,  приложимыя  всегда,  все-же 
возможны;  вотъ  къ  ихъ  характеристик  мы  и  обратимся, 
прпчемъ  сначала  займемся  только  функціями  заданными  намъ 
степенными  рядами.  Возьмемъ  сначала  функціи  цѣлыя  тран- 
сцендептныя.  Относительно  нихъ  можно  высказать  слѣдующее 
общее  положение: 

(Л)  „Ростъ  цѣлыхъ  трансцендентныхъ  функцій,  задан- 
ныхъ  рядомъ  ТауІог'а,  часто  опредѣляется  ростомъ  одного 
члена  тахітит'а  пли  группы  (конечной)  членовъ  ряда". 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  возьмемъ  рядъ 

ех—\+—  л-  ...  л  г  +  

1  п\ 

Пусть  х=ге1?,  такъ  что  |  х  \  ~г.  Ищемъ  тахіпжльный 
членъ  ряда  ех\  пусть 


Условіе  тахіишт'а  есть 
йи{п) 


х^_ 


йп 

Вычисляемъ  асимптотически:  такъ  какъ  п\<^ё~п.пп,  то 
Ъи(п)—пЪг — пЪп  +  п, 

и  слѣд. 

аІЬи{п)    Т  т 

—  =Ьг — Ьп=0. 

ап 

т.  е.  ю=г.  Иначе  говоря  п=Е(г)  (Е—  символъ  ЬедепЛге'ъ). 
Такимъ  образомъ 

шах.  и(п)=  г  =е7\ 
г  .е  . 

и  отсюда  даже  безъ  оцѣвки  степени  приближенія  мы  вндимъ, 
что  асимптотически 


тосі.  тах.  |  ех  \      тах.  члену   |  и(п)  |  . 

— зпакъ  асимптотическаго  равенства. 

Означимъ  индексъ  члена — тахітит'а  ряда  ех  черезъ  іѴ, 
тогда  въ  силу  только  что  сказаннаго 

N 

Теперь  напомнимъ  читателю  одну  очень  полезную  для 
насъ  въ  теченіи  всей  нашей  работы  лемму: 

(а)  „Пусть  Д#)  и  д(з) — двѣ  однозначный  внутри  нѣ- 
котораго  контура  К  и  на  немъ  самомъ  фуніщги;  и  пусть 
на  есемъ  контурѣ  К  всегда 

№  ■  '  • 

тогда  ур — ія  -[{^)~0  и  Ф(з)={(2)  н-  д(%)=^0  обладают*  однимъ 
и  тѣмъ  же  числомъ  корней  внутри  контура  Ки. 

Лемма  эта  слѣдуетъ  непосредственно  изъ  интеграла 
СаисЬу: 

^=-^-.  Г  ЛЪФ{г)  ~  -Ц  Г  АЩ*)  +       Г    ЛЬ  \  1  +  фгі 
2    2т}  к       4  '     2т}  к    Ік;     2т}  к  [ 

I  Ѵ(Я)  I         -  о  У 

но,  какъ  '  Т°  ВТ0Р0И  интегРалъ  естъ  НУЛЬ;  и  слѣд. 

дѣйствительно 

Пользуясь  этой  леммой,  мы  можемъ  сейчасъ  же  асимп- 
тотически утверждать,  что  число  нулей  у  функціи  ех  въ  кругѣ 
радіуса=г  равно  или  меньше  г. 

Каковы  модули  этихъ  нулей?  Для  этого  докажемъ  вторую 
лемму,  также  очень  полезную  для  нашей  работы,  именно: 

(Ъ)  „Если  предложенную  намъ  функцію  Дж)  можно  раз- 
сматривать  какъ  предѣлъ  полиномовъ 

•  •  •  >  9п(*)і  •  •  •  і 


п=оо 


то  корпи  дп(з)=0  при  п  растущемъ  и  достаточно  боль- 
шомъ  суть  корни  Д#)=0  съ  небольшой  погрѣшностью  еп, 
стремящеюся  къ  нулю  при  п  растущемъ. " 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  въ  силу  предыдущей  леммы  (а)  число 
корней  у  Д#)=0  и  дп(я)=0  при  п — достаточно  болыпомъ 
одинаково.  Далѣе  при  п  достаточно  болыпомъ 


и  слѣд.,  если  як  есть  какой-либо  корень  <7л(#)=0,  то  пре- 
дыдущее неравенство  обращается  въ 


т.  е.  2к — дѣйствительно  корень  Д#). 

Туже  теорему  можно  доказать  при  помощи  интеграловъ 
Саисігу  вида 


распространенныхъ  каждый  по  контуру  Ъ%  содержащему  только 
лишь  одинъ  корень  уравненія  #л(#)=0,  имѣя  въ  виду  лемму 
(а).  Предоставляемъ  это  простое  доказательство  продѣлать  чи- 
тателю. 

Пользуясь  леммами  (а)  и  (6),  мы  можемъ  теперь  утвер- 
ждать, что  при  п  достаточно  болыпомъ  корни  ех  и  уравненія, 
состоящаго  изъ?гпервыхъ  члеповъ,  совпадаютъ.  Элементарная 
теорема  алгебры  намъ  показываетъ,  что  наиболыпій  корень 
уравненія 


стремится  по  абсолютной  величинѣ  къ  уп\,  т.  е.  асимпто- 
тически къ 


I  АЧ)  I  <* 


=  0 


п 


п  п 


-]/п\^\/е-~п. 


пи^ппе  1^п, 


иными  словами  къ  оо  ,  и  дѣйств.  это  предположеніе  подтвер- 
ждается формулой 


говорящей,  что  корень  ех  есть  только  одинъ: — оо  ,  и  конеч- 
ныхъ  корней  нѣтъ  вовсе. 

Разсмотрѣніе  этого  тривіальнаго  ряда,  какъ  видитъ  чи- 
татель, привело  насъ  къ  очень  многимъ  положеніямъ  общаго 
характера;  но  это  еще  не  все,  и  мы  натолкнемся  еще  на 
нѣкоторые. 

Замѣтимъ  зіѣсь,  кстати,  что  методъ,  взятый  нами  для 
доказательства  леммы  (Ъ)  при  помощи  интеграловъ  Саисііу, 
позволяетъ  еще  точнѣе  формулировать  лемму  (6),  имѣя  въ 
виду  кратность  корней  уравненія  дп(я)=0,  каковая  несо- 
мнѣнно  должна  сохраниться  и  для  уравненія  {'(г)=§  при  п 
достаточно  болыпомъ. 

Съ  разсмотрѣніемъ  члена  тахгтит\  функціи  трансцен- 
дентной можно  связать  еще  очень  интересныя  тоже  довольнаго 
общаго  характера  соображенія.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  намъ 
данъ  рядъ 


съ  радіусомъ  сходимости  В=оэ  ,  то  теорема  СаисНу  непо- 
средственно дастъ 


для  периферіи  круга  радіуса=г,  гдѣ  Ж{г)  — модуль  тахіпшт 
|  Дж)  |  на  периферіи  круга,  и  эта  теорема  грубо  устанавли- 
ваем связь  между  модулемъ  функціи  и  модулемъ  ея  коэф- 
фициентов ъ.  Нашъ  же  тривіальный  примѣръ  и  примѣаеніе 
къ  нему  общаго  принципа  (А)  указываютъ,  что  ростъ  модуля 
функціи  |  Дж)  |  при  |  х  |  =г  обусловленъ  часто  ростомъ 
единственнаго  тахш'альнаго  члена  ряда  (х)\  разумѣется,  въ 
рядѣ  (*),  въ  которомъ  ап—(р(п),  мы  въ  правѣ  полагать  нѣ- 
которые  члены  равнымъ  нулю,  напр.,  положить  нѣкоторое 
опредѣленное  число  членовъ  сначала  равными  пулю. 


п=оо 


Дж)=а0  +агх+  .  .  .  +апха-{-  . . . 


и 
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Но  очевидно,  задавъ  М(г)  напередъ  на  круіѣ  радіуса=г, 
мы  не  въ  правѣ  положить  равными  нулю  произвольное  число 
такихъ  членовъ:  такъ,  напр.,  въ  нашемъ  тривіальномъ  при- 
мѣрѣ  мы  не  въ  правѣ  положить  равными  нулю  больше,  чѣмъ 
г  членовъ,  если  модуль  тахітшгі'а  М(г)  есть  ег  для  круга 
радіуса=г;  ростъ  функціи  М(г)  будетъ  тогда  ниже  нами 
заданнаго  при  томъ  законѣ  роста  модулей  коэффиціентовъ, 
какой  намъ  заданъ. 

Нетрудно  убѣдиться,  что  соображенія  только  что  произ- 
веденныя  являются  въ  сущности  общими,  и  мы  имѣемъ  слѣ- 
дующее  общее  положеніе: 

(Б)  „Если  намъ  задана  рядомъ  цѣлая  трансцендентная 
функція,  то  при  напередъ  заданномъ  ея  модулѣ  М(г)  для 
периферіи  круга  радіуса  =  г  и  напередъ  заданномъ  законѣ 
роста  ея  коэф фиціентовъ  мы  не  въ  правѣ  полагать  произ- 
вольное число  членовъ  ряда  равными  нулю." 

Отсюда  же,  какъ  слѣдствіе,  вытекаетъ  также  нелишенное 
интереса  предположен! е:  такъ  какъ  согласно  принципу  (А) 
ростъ  функціи  цѣлой  иногда  обусловленъ  ростомъ  ея  отдѣль- 
ныхъ  членовъ — одного  только  гпахіпгальваго  или  группы  ваи- 
болыпихъ  изъ  нихъ,  то  рядъ  вида 

ф(х)=аа.  хх  +  а<  а#-  +  №  -ь  (0), 

представляющій  пустоты  (а</?< . .  •  ),  причемъ  члены  его 
растутъ  не  по  одному  и  тому  же  закону  ф{гі),  будетъ  пред- 
ставлять навѣрняка  функцію,  модуль  которой  будетъ  расти 
неправильно. 

Подъ  правильностью  или  неправильностью  роста  мы 
понимаемъ  слѣдующее:  на  нашемъ  тривіальномъ  примѣрѣ  мы 
обнаружили,  что  ростъ  функпіи  ех  обусловленъ  при  |  х  \  —г 
ростомъ  ея  члена  тахітшп'а  и(Ж)==и(г),  а  слѣд.  законъ 
роста  ех  всегда  для  какого  угодно  г  есть  законъ  роста  и(г), 
и  слѣд.  законъ  роста — правиленъ  въ  томъ  смыслѣ,  что  онъ 
всегда  выражается  у  насъ  одной  и  той  же  асимптотической 
функціей  |  и(г)  |  ;  теперь — законъ  роста  модуля  функціи 
будетъ  неправиленъ,  если  онъ  выражается  для  развыхъ  кру- 
говъ  разными  асимптотическими  формулами. 

Позже  мы  найдемъ  для  понятій  „правильный  ростъ" 
функціи  болѣе  точное  и  болѣе  узкое  опредѣленіе.  Функцій 


* 
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цѣлыхъ  трансцепдентныхъ  неправильно  растущихъ  можно  по- 
строить сколь  угодно  много.  Обращаемъ  вниманіе  читателя  на 
замѣтку  Вогеі  „8пг  ^ие1^ие8  ктсііопз  епііёгез"  (Кепсіісоііи 
(іеі  Сігсоіо  Маіетагісо  сіі  Раіегто,  1907,  р.  120).  Тамъ  Во- 
геГь  показываетъ,  что  ряды  съ  пустотами  могутъ  дать  про- 
исхожденіе  функцій  неправильно  растущихъ,  причемъ  законъ 
роста  коэффиціентовъ — одивъ  и  тотъ  же,  т.  е.  п — ый  членъ 
ряда  ип=дэ(п)  и  99— одинаково  для  всѣхъ  членовъ. 

А  Гогііогі,  понятно,  фупкція  (р{х)  будетъ  неправильная 
роста,  если  коэффиціенты  ея  ряда  будутъ  расти  не  по  одному 
и  тому  же  закону  99. 

Также  очевидно  и  еще  одно  обстоятельство:  если  мы 
имѣемъ  функцію  <р(%),  составленную  изъ  членовъ,  принадле- 
жащихъ  сначала  одной  функціи  фг(%),  а  затѣмъ  изъ  членовъ 
другой,  то  ея  ростъ  и  ростъ  ея  нулей — различенъ.  Покажемъ 
это  тоже  почти  на  тривіальномъ  примѣрѣ!  Пусть  намъ  данъ 
рядъ 

Ф(#)=1  +  -  +  .  .  .  +  — ТН-т  7172+7— — ••  • 

1  т\     (т-ьі!)2    (т  +  2!)2 

состоящій  частью  изъ  членовъ  ряда  е~,  частью  изъ  членовъ 
ряда  Бесселя  «70(#). 

Число  т— здѣсь  очень  большое,  иначе — нетрудно  понять 
это! — первая  часть  не  будетъ  вліять  на  ростъ  модуля  |  Ф(х)  |  . 

Теперь  узнаемъ  сначала,  когда  (  |  ?  \  =г) 

(т  +  кі)2^*  т\ 

или 

г1  1 


>^  *=1,  2,  3,  ... 


Иначе,  такъ  катсъ  т — большое  число: 


гк  >- — 


пъ  0-тп  , 


откуда 


\  т) 
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ЯШ 

т  ,  т 

Понятно  г,  опредѣленное  изъ  (II)  должно  значительно 
превышать  т\  въ  этомъ  нетрудно  убѣдиться.  Означимъ  со- 
отвѣтственно  первую  и  вторую  части  функціи  Ф(#)  черезъ 
<рх(г)  и  ^(я),  такъ  что 

Фі^фМ+ѵМ  (III). 

Возьмемъ  сначала  #  такое,  чтобы 
г<ш  (IV), 

тогда  асимптотически 

І9°і(*)  І"^«г  (V). 

Вторая  же  часть  (р2(з)  но  абсолютной  величинѣ  при 
г<т  даетъ: 


(т+1!)2  (т+2!) 
или  асимптотически  при  т  +  1=р 


4- 


и  какъ 


то 


г<т<р  (У). 


со    гк  е2к 


2к 


< 


~\(т  +  \у)     "  {т+іу—ге1  К 
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Пусть 

2<1  (ѴГ); 


тогда,  чтобы  превалировала  функція  |  (рх{х)  |  ,  нужно,  чтобы 

(і-г)ж+1.-<і 

или    1 — (т+\^<с[, 
т.  е.    1<(тн-2)д,  откуда 

а^>— — г  и  въ  силу  (УГ) 

ге2  1 
1  — т— -ТѴ2> 


(т  -+- 1 )     т  ч-  2  ' 
такъ  что 

ге'<(ш  +  (VII). 

При  соблюденіи  условія  (VII)  въ  Ф(х)  превалировать 
будетъ  часть  (рх(х),  и  слѣд.  асимптотически  въ  этомъ  случаѣ 

той.  тах.    |  Ф(х)  \  ц^ег. 

Но  при  соблюдены  условія  (II)  превалирующей  частью 
Ф{х)  будетъ  напротивъ  часть  <р2(х),  и  слѣд.  функціи  Ф(х) 
въ  отношеніи  роста  своего  модуля  будетъ  слѣдовать  то  функ- 
ціи  ег,  то  функціи  Весселя  <70(#)  для  |  г  \  значительно  уда- 
ляющихся отъ  т  и  растущихъ  до  со . 

Членъ  функціи  ВеззеГя 

I «(»)  і  =Щі 

или 

Ход  |  со(п)  \  —пХодг — 2пІодп-\-2п, 

такъ  что  при  данномъ  г  тахіпгальнымъ  членомъ  является  по 
счету  членъ  индекса  уѴ,  какъ  это  видно  ивъ 
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оіід  I  со(п)  |     А    7  л7 
дп       =0=1  дг — 21  дп. 

Въ  силу  сдѣланнаго  только  что  сейчасъ  замѣчанія  об- 
ласть, въ  которой  функція  Ф{х)  ведет ъ  себя  съ  точки  зрѣнія 
роста,  какъ  функція  ВезвеГя,  должна,  конечно  нѣсколько  вы- 
ходить за  кругъ  радіуса=т. 

Такъ  какъ,  какъ  мы  видимъ,  функція  Ф(х)  ведетъ  себя 
неодинаково  съ  точки  зрѣиія  роста  модуля,  то  и  ея  нули 
будутъ,  если  таковые  существуютъ,  разнаго  роста;  и  мы  эмпи- 
рически пришли  къ  слѣдуюіцему  общему  положенію,  которому 
мы  дадимъ  позже  точную  формулировку. 

(С)  „Ростъ  модуля  функціи  опредѣляетъ  собой  ростъ 
модуля  нулей  ея\  у  функціи  неправильнаго  роста  должны 
нули  расти  также  неправильно.11 

И  еще  одно  курьёзное  слѣдствіе  мы  выводимъ  изъ  только 
что  произведенныхъ  нзслѣдованій: 

(В)  „Сумма  двухъ  правильно  расту щихъ  фу нкцгй  ср^х) 
и  <р2{%)  можешь  дать,  какъ  въ  нашемъ  примѣрѣ,  функцію 
Ф(#)  неправильно  растущую  въ  томъ  смыслѣ,  что  вся  плос- 
кость перемѣннаго  раздѣляется  на  двѣ  части:  часть  роста 
той.  тах.    \  ф^х)  \   и  часть  роста  той.  тах.    \  ф2(х)  \  .и 

Обращаемъ  вниманіе  читателя  на  наше  опредѣленіе  не- 
правильности роста. 

Мы  предполагаемъ  здѣсь,  что  ср2(%)  въ  нашемъ  примѣрѣ 
правильно  растущая;  строго  мы  докажемъ  это  позже.  Пра- 
вильность же  полинома — очевидна;  ибо  несомнѣнно,  что 

гт— е<  |  (рг(х)  |  <^г;»+е,  е— безк.  малое 

и  это  опредѣленіе  роста  есть  уже  строгое  опредѣленіе  роста, 
съ  которыми  мы  будемъ  имѣть  дѣло  всегда  въ  послѣдующемъ. 

Читатель  видитъ,  насколько  опредѣленіе  роста  |  <рх{х)  |  — 
точно,  и  въ  будущемъ  мы  будемъ  стремиться  всегда  къ  по- 
добнымъ  границамъ  роста,  ставящимъ  ростъ  изслѣдуемой 
функціи  въ  очень  тѣсныя  границы,  узкіе  предѣлы. 

Эмпирически  высказанный  нами  принципъ  (С)  можно 
обосновать  строго  вообще  и  очень  просто  при  помощи  фор- 
му лъ  СаисЪу. 
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Въ  самомъ  дѣлѣ,  возьмемъ  интегралы  вида 
|  ^Ѵг==_і^^ХД^),  Кг — периферія  круга  радіуса=< 


■к 

г 


I 


ап=  — ^  і  яді,Ъ{(я),  Кп+1>)П — кольцо  образованное  двумя 
#  концентрическими  кругами,  содер- 

п+  )П       жащими  п-ът  нуль  ап. 


Изъ  этихъ  формулъ  мы  непосредственно  видимъ,  что 
частота  пулей  Жг  будетъ  расти  неправильно,  если  только 
ростъ  тосІ.Дя)  растетъ  неправильно  съ  ростомъ  г,  и  слѣд., 
вообще  говоря,  нельзя  утверждать,  что 

Ігт.     — —  =  1. 

Также  вторая  формула  Саиспу  съ  ясностью  говорить 
намъ,  что 

не  можетъ  быть  всегда  выражена  функціей  (рп  для  всѣхъ 
нулей,  ибо  интегралъ  правой  части  при  неправильномъ  ро- 
стѣ  /'(#)  будетъ  различенъ  для  разныхъ    \  я  \    съ  ростомъ  г. 

Обращаемъ  вниманіе  читателя  на  простыя  разсужденія, 
произведенныя  нами  здѣсь,  и  въ  тоже  время  на  интересные 
общаго  характера  результаты,  добытые  при  помощи  ихъ. 

Къ  соображеніямъ  въ  родѣ  произведенныхъ  только  что 
мы  еще  вернемся  позже,  но  съ  другой  точки  зрѣнія. 

Все  только  что  сказанное  нами  до  сихъ  поръ  съ  ясно- 
стью и  краснорѣчиво  показываетъ,  какъ  важно  знать  асимп- 
тотическое значеніе  функціи,  заданной  намъ  рядомъ. 

Понятно  найти  его  невсегда  возможно,  но  иногда  удает- 
ся; на  одномъ  примѣрѣ  сейчасъ  мы  обнаружимъ  методъ  общій 
для  рѣшенія  подобной  проблемы,  именно  возьмемъ  функцію 
ЖШад-Ъе(ІІег\  ЕЛ  (х)  (См.  С.  В.  1903,  8ёапсе  12  ОсіоЬге) 
и  найдемъ  для  нея  асимптотическое  выраженіе  нашимъ  пріе- 
момъ  по  существу  не  новымъ. 
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2.  Изученге  фупкцги  Ел  (х).  Функціи  Еа  (х)  имѣетъ 
слѣдующее  строеніе: 

х  х^  хп 

4  '        Дан-1)    Д2а+1)  [(ап+1)         4  ' 

а  можетъ  быть  комплекснымъ  (См.  Кепсіісопті  <1е11  'Асса- 
сіетіа  <іеі  Ьіпсеі,  1904,  (13)),  но  мы  будемъ  его  считать 
реалънымъ. 

При  данномъ  х  такомъ,  что  |  #  |  =г,  ищемъ  наиболъ- 
шгй  членъ  разложенія  (1),  предполагая  г  взятымъ  очень  уже 
болыпимъ;  тогда  асимптотически  ищемъ  шахгшиш  члена 


или 


Ъи(п)—пЕт — ЕГ(ап  + 1) 
Ъи(п)—пЕг — Ъ 


ап     — ап~) 

(ап)     е  == 


откуда 


=пЬг — апЬа—апЬп  -ь  ап, 
сІЬиіп) 


сіп 


=  0—Ьг — аЬа — аЕп, 


такъ  что  индексъ  X  наибольшаго  члена  въ  (1)  при  дапномъ 
г  есть 

і 

й=Іг",  2>а>0  (2). 

а 

Постараемся  теперь  показать,  что 


Ііш. 


Ел  (х)—и{К) 


(3) 


Въ  асимпшошическомъ  счетѣ  мы  можемъ  продѣлать  вы- 
численіе  только  что  произведенное  не  только  для  "X  реаль- 
наго  и  цѣлаго,  но  для  7>=нѣкоторой  опредѣленной  функціи 
отъ  я;  тогда  членъ  тахіпшт  будетъ  вида 
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<Л)= 


I 

І-/ 

а 

I 


ОС 


а 


т.  е. 


при 


сор\)—е 
2>а>0 


(4) 
(5). 


Очевидно  этотъ  членъ  будетъ  превалировать  среди  члэ- 
новъ  индексовъ  т<А,  какъ  это  видно  изъ  (2). 

Что  же  касается  до  тахітиѵгіа  остаточнаго  члена 


^Х-Ы 


гіх  +  2 


+  .  .  .  = 


  г*  ел1е 


х  +  і 


Формула  это  —  асимптотическая,  ибо  мы  воспользовались 
приближенной  формулой  Стирлита),  то 


< 


Х-Ы  X 


(ге*  )х  йх 


со 
X 

а  при  А  достаточно  большомъ  послѣдній  интегралъ  асимп- 
тотически преобразуется  въ  такой: 
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оо  со 

(лХ    >^г>   I  б  (%Х 


Ііт  е  (#)=0, 


такъ  что 


С    —<ххЬдхп  Г    —лх  —  аХ 

Вх(х)\<\е  Ах  <  I  е       ==  _е 

X  X 


иными  словами 


В  (х) 
хѵ  7 


1  -г 

<  -  б 

а 


(6). 


Такимъ  образомъ  дѣйствителъно  можно  утверждать,  что 


Е  {х)—со(К) 


<  >ѵ^("Х)— — е.  г    г01  г 


Мы  видимъ  здѣсь,  что  модуль  тахітит'а  для  остаточ- 
наго  члена  В\  (х) — точь  въ  точь  такой  же,  какой  былъ  най- 
денъ  ТѴітап' омъ  другимъ  путемъ  (Асіа  МаіЬетаііса  Т.  29, 
ра^.  218). 

Только  что  произведенный  элементарныя  асимптотиче- 
скія  соображенія  относительно  функціи  Е&  (х)  намъ  кажутся 
нелишенными  нѣкотораго  интереса:  они  лишній  разъ  доказы- 
ваютъ,  что  можно  иногда  элементарно  и  быстро  обрисовать 
природу  цѣлой  трансцендентной  функціи. 

На  природѣ  функціи  (х)  асимптотически  опреде- 
ленной условіемъ 
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#в(*) 


а-»  е 


(7) 


стоитъ  остановиться.  Изъ  (7)  имѣемъ 

і 

г  "  Сов  і 


Я» 


со  е 


(8). 


Изъ  асимптотическаго  равенства  (8)  мы  видимъ:  функ- 


ція     ^  (х) 


растетъ  въ  углѣ 


я  па 


до  +  оо ;  въ  углѣ  же 
па 


Зпа 

<  у  <  — 


она  уоываетъ  до  нуля;  при  90  = 


ап 


от— конечна. 


(9) 


(10) 


Міі- 


Іад-ЬеШег  на  а  наложилъ  усдовіе,  опредѣленное  неравенст- 
вомъ  (5);  это  послѣднее  обстоятельство  ведетъ  насъ  къ  очень 
важнымъ  и  интереснымъ  выводамъ,  хотя  само  по  себѣ  усло- 
віе  (5)  ничего  особеннаго  не  представляетъ. 

Дѣйствительно,  пусть  а— очень  близко  въ  нулю,  тогда 
уголъ,  напр.,  въ  которомъ  |  Ел  (х)  |  растетъ,  уголъ,  опре- 
деленный неравенствомъ  (9),  становится  безконечно  близким* 
къ  нулю.  Съ  точки  зрѣнія  роста  функцій  фактъ  существова- 
нія  функцій  подобныхъ  только— что  обрисованной  чрезвычай- 
но курьезенъ. 

Между  прочимъ  этимъ  фактомъ  данъ  отвѣтъ  на  вопросъ 
ѣогеѴя,  помѣщенный  въ  „Ь'Іп1егтёсІіаігеа  (аѵгіі,  1899),  и 
въ  тоже  время  опровергнуто  его  мнѣніе,  именно: 

2* 
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„Реиі-оп  Ігоиѵег  ипе  Гопсііоп  сіопі  1е  шосіиіе  пе  сіераззе 
Гипііё  'а  Гіпіегіеиг  сГип  ап^іе  аиззі  реііѣ  дие  Гоп  ѵеиі 
((іоппё  оѴаѵапсе)  ои  тёте  зеиіетепі;  а  ГіпЪегіеиг  оѴипе  ра- 
гаЪоІе? 

Ьа  соппаізапсе  еіТесііѵе  сіе  Іеііев  іопсііопз  епііёгез,  $41 
еп  ехізіе,  те  рагаіі  роиѵоіг  гепсіге  сіе  ^гапсіз  зёгѵісез;  таіз 
іі  пе  зегаіЪ  раз  поп  ріиз  запз  Гіпіёгёѣ  (1е  сіетопігег  гі&ои- 
геизетепі  дие  1а  ^ие8Цоп  розёе  сіоіѣ  ёЧге  гёзоіие  раг  1а  пё- 
^аііѵе. 

Читатель  теперь  знаетъ,  какъ  нужно  отвѣтить  ВогеГю. 

Но  мы  съ  своей  стороны  еще  вернемся  къ  вопросу, 
поставленному  ВогеГемъ  и  освѣтимъ  его  еще  ярче  на  осно- 
ваніи  еще  другихъ  вспомогательныхъ  общаго  характера  со- 
ображеній  и  методовъ. 

Чтобы  закончить  нашу  главу  объ  изученіи  функціи  Е&  (х)г 
мы  приведемъ  еще  нѣсколько  результатовъ  близкихъ  къ  резуль- 
татамъ  УѴгтагіа  (АсЪа  МаіЬ.  29),  но  уже  строгимъ.  Наши  вы- 
воды все-же  асимптотически  достаточно  хороши  и  какъ 
приближенные  даютъ  сравнительно  много. 

Такъ,  напр.,  мы  нашли,  что  членъ  тахітит  въ  Е*  (#). 
есть  А-ый,  причемъ 


г 


Отсюда,  напр.,  приближенно  можемъ  утверждать,  что 
корней  въ  кругѣ  радіуса  г  можетъ  быть 


№г  =  —  ^  Мод  мод.  тах.  Е&  (х)=1оде    =  г  (11). 

Конечно  эта  формула — грубая,  но  она,  какъ  асимптотиче- 
ская, иногда  можетъ  быть  полезной. 

Къ  формулѣ  (11)  можно  получить  другую  тоже  грубую 
на  основаніи  другихъ  соображеній,  именно:  если  Е^  (х)  обла- 
даетъ  нулями  въ  кругѣ  радіуса=г,  то  для  этого  круга 
мы  можемъ  взять  полиномъ  приближенно  и  съ  достаточными. 


приближенгемъ  выражающій  функцію  Ел  {х)\  такимъ  поли- 
номомъ  для  круга  радіуса=г  будетъ  иолиномъ  степени  оче- 
видно Ѵой,  т.  е.  слѣд.  тогда  корней  у  функціи  Ел  (х)  въ 
кругѣ  радіуса=г  будетъ 

і 

2Р-  -  -  г.  *  (11')- 

Формула  понятно — тоже  сильно  грубая,  какъ  и  (11),  но 

во  всякомъ  случаѣ  оріентирующая,  но  уже  менѣе,  понятно, 

чѣмъ  (11):  присутствіе  фактора  а  сильно  можетъ  удалить 
число  ТЯ*  отъ  истиннаго  N^. 

Вліяніе  а — громадно:  для  подтвержденія  сказаннаго  от- 
сылаемъ  читателя  къ  строгимъ  выкладкамъ  ТѴітап^а  (ЦеЪег 
«Не  Киіізіеііеп  ѵоп  Еа  (х).  Асіа  таШ.  і  29). 

Но,  если,  имѣя  въ  виду,  что 

і 

а 

К  а-.  ег  (1+ф)), 

причемъ  правая  часть  отъ  истинной  отличается  уже  только 
постояннымъ  факторомъ  (см.  изслѣдованія  выше),  мы  при- 
мѣнимъ  къ  этому  выраженію  строгую  формулу  СаисЬу  вида 

+*  +*  і.    *       і  „ 

*г=Ш^«Ы=Ы  Г"  6  "  =  (12) 

 71  — 71 

то  ІѴГ  есть  уже  строгое  число  нулей,  но  понятно  нашъ  методъ 
не  даетъ  возможности  доказать,  что 

^ЯЬод(і+е(2)^  =  О, 

и  потому  совпадете  (12)— случайно. 
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Оставимъ  изученіе  функціи  Еа  (х)  и  свяжемъ  съ  нею 
нѣкоторые  выводы  общаго  характера,  имѣющіе  громадное 
значеніе  въ  современной  теоріи  роста  функій. 

3.  Значеніе  изученія  та^огапѴы  цѣлой  трансцендент- 
ной функціи. 

Формула  Стирлинга 


п  +  —  —п 
п\—п      2.     е        у  2 яг  (1) 

асимптотически  запишется  такт»: 

п\      пп.    е"п  (2) 

откуда  слѣдуетъ,  напр.,  что 


п 


I    ѴЬ\    \     <✓>      П    .    е  (3). 


Поэтому,  если  намъ  данъ  рядъ  /\(х),  тщогтЬ'а,  котора- 
го  представится  рядомъ 


20 


о  Па 


то  изученіе  (4)  можно  въ  силу  (2)  и  (3)  замѣнить  изуче- 
ніемъ  другой  майоранты  видъ 

ад  =  УтІ-^±  ^ 

о  ( П\  )  « 

Нетрудно  понять,  что  изученіе  рядовъ  (2)  и  (3)  съ  точ- 
ки зрѣнія  роста  поведетъ  еъ  однимъ  и  тѣмъ  же  результа- 
тами 
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При  изучепіи  ряда  вида 

№=2! а» %п  (6) 

о 

П   

очень  полезно  часто  опредѣлять  ростъ  У  \  ап  |  ;  такъ,  напр., 


Ііт  у  |  ап  |  =к  даетъ  величину  обратную  радіусу  сходимо- 

сти  круга;  но  и  вообще,  какъ  мы  увидимъ  сейчасъ,  этотъ 
м-ый  корень  изъ  модуля  коэффиціента  будетъ  играть  въ 
общей  теоріи  роста  функцій  нѣкоторую  роль. 

Покажемъ  это! 

Допустимъ,  что  намъ  даны  два  ряда,  именно  (6)  и 

о 

Пусть  кромѣ  того  извѣстно,  что  вообще 

п 


77  +  е 


и 


Ігт  V 

11—  00 


п 

і  а 

=  к  (к  можетъ  быть  нуль,  °о  или  конеч- 
ное число)  (9). 


Очевидно  при  сдѣланныхъ  предположеніяхъ 

п 

(10)  "|/  |      |  "_   і —    +  е  (е — безк.  малое). 


иначе 
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п 


і  ' 


к=п)  ,    Ті — безк.  малое,  т.  е. 


порядокъ  роста  коэффиціентовъ  ряда  (7)— одинаковъ  съ  по- 
рядкомъ  роста  коэффиціентовъ  ряда  (6). 

Очевидно  справедлива  болѣе  общая  теорема,  чѣмъ  только 
что  выраженная.  Допустимъ,  въ  самомъ  дѣлѣ,  что  ряды  (6) 
и  (7) — цѣлыя  трансцендентныя  функціи  х. 

Пусть  вообще 


У  і  «„  і  = 


і 

9Ф) 


<р(п)—  возрастающая  функція 


1/>(я)— тоже  возрастающая 


(Ю), 


причемъ 


тогда 


Ю=оо  У 


=  Л 


(И), 


]/\К\  = 


і 


к(р{гі) 
Ііт  е(п)=:0 , 


(12) 


и  мы  можемъ  дать  такую  теорему: 

(Л).  Если  намъ  предложены  двѣ  трансцендентныя  функ- 
цги  (6)  и  (7)  съ  условіями  (10)  и  (11),  то  ростъ  коэффи- 
цгентовъ  той  и  другой — одинаковъ,  если  не  обращать  вни- 
манія  на  постоянный  факторъ,  которымъ  могутъ  разнить- 
ся формулы  роста  коэфиціентовъ;  асимптотически  же 
ростъ  той  и  другой— одинаковъ  (если  постоянный  факторъ 
конеченъ  ). 
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Пользуясь  этой  теоремой,  которая  на  практикѣ  можетъ 
оказаться  чрезвычайно  полезной,  можно,  напр.,  при  асимпто- 
тическомъ  счетѣ  ряды 


считать  за  эквивалентные,  и  многія  свойства  функціи  Еа  (х) 
могутъ  быть  свойствами  второй  функціи.  Какъ  извѣстно, 
функція 


(13) 


есть  нѣсколько  преобразованная  Бесселевская,  и  мы  на  осно- 
ваніи  только  что  выраженной  теоремы  приходимъ  къ  курьез- 
ному выводу: 

„Свойства  функцги  (13)  въ  силу  теоремы  (А)  съ 
точки  зрѣнія  роста  должны  быть  вѣроятно  подобны  свой- 
ствамъ  роста  функцги  Е2(х)и. 

Но  вѣдь 


— ,  2Л 


(2м)! 


~  (2«)! 


т.  е. 


ад 


=  Де  +  е  ) 


(14), 


и  свойства  Е2(х)  сейчасъ  же  видны  поэтому,  именно 
1°  роста  модуль  Еа  (х)  опредѣленъ  условіемъ 


той.  тах. 


9  6 
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2°  Далѣе  по  теоремѣ  Саисііу  число  нулей  въ  кругѣ  ра- 
діуса  г  есть 


т.  е.  они — всѣ  реальны. 

Отсюда  непосредственно  тоже  самое  имѣемъ  право 
сказать  относительно  функцги  Бесселя  съ  той  только  раз- 
ницей, что  мы  не  знаемъ  сразу,  какова  структура  нулей  не 
асимптотическая,  но  асимптотически  ростъ  нулей  функцги 
«70  (х)   опредѣленъ  свойствомъ  3°. 

Этотъ  небольшой  примѣръ  показываетъ  намъ,  какое 
дѣйствительно  громадное  значеніе  можетъ  имѣть  отрытая  нами 
простая  почти  тривіальная  теорема  (А). 

И  дѣйствительно  читатель  можетъ  убѣдиться  въ  справед- 
ливости нашихъ  выводовъ,  читая  работу  Р.  8ска/ЪеШіп'а  въ 
Іоигпаі  /*йг  йіе  геіпе  ипа1  апдетапоііе  МаіЬетаігк  (ЦеЪег 
сііе  ОайзвсЬе....  В.  114.  р.  31  и  сл.). 

Уже  изъ  произведенныхъ  нами  до  сихъ  поръ  изслѣдо- 
ваній  читатель  вѣроятно  замѣтилъ,  что  между  ростомъ  коэф- 
фиціентовъ  и  ростомъ  нулей  цѣлой  трансцендентной  функціи 
или  ростомъ  ея  модуля  тахітит'а  существуетъ  какая-то 
связь.  Весьма  естественнымъ  является  поэтому  постараться 
изучить  эту  связь  и  установить  въ  этомъ  направленіи  нѣко- 
торые  опредѣленные  законы.  Къ  этому  мы  теперь  и  при- 
ступимъ! 

4.  Пусть  намъ  данъ  рядъ,  цѣлую  трансцендентную 
фувкцію  представляющій 


3°. 


Структура  нулей  опредѣлена  формулой 


ос 


(1), 


о 
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и  пусть  мы  знаемъ,  что  его  тщогапЬ'а  или  модуль-тахіпшт 
есть  е  Г?  5  (г — колеблется  около  нуля),  слѣд.  мы  имѣемъ 


тосі.  тах 
иначе  говоря 


Ф(х) 


Р+е         оо  пр+г> 


=  2\"п\гп  =  е      =  ^ 


Мой.  тах. 


Ф(х) 


ОО  *Р 

Г 


Будемъ  означать  впредь  тщогапб'у  черезъ  ЗЙ(Ф(г)), 


тогда 
3» 


ОО 


пр—п 


ОС. 


Формулу  (2)  мы  записали  такъ,  что  каждому  члену 
правой  части  отвѣчаетъ  соотвѣтствующій  члеяъ  лѣвой  ча- 
сти. Имѣемъ-ли  мы  право  отождествить  теперь 

пр—п 

І<ѴІ    с.  V  ? 

Вообще  говоря,  для  какого- угодно,  для  любого  п  конечно 
никакого  права  не  имѣемъ;  но  для  нѣкоторыхъ  и  для  очень 
удаленныхъ  или — точнѣе  —  для  тѣхъ,  отъ  коихъ  зависишь 
ростъ  функціи  въ  правой  и  лѣвой  части  (онъ— одинаковъ 
для  той  и  для  другой  частей)  это  сдѣлать  въ  асимптоти- 
ческомъ  счетѣ  возможно.  Почему?  Возьмемъ  при  данномъ  г 
членъ  тахіпшт  въ  правой  части,  отъ  котораго  зависишь 
ростъ;  имѣемъ  изъ 


пр 


и(п)  = 


Ьоди(п)  &  поЪоут — пЪодп-\-п 
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сІЪосіиіп)      т      р  т 
ап 

такъ  что  номеръ  этого  члена  есть 

*  =  /  (3). 

Теперь  членъ  тахітит  лѣвой  части  не  можетъ  быть 
меньше  этого  члена,  но  не  можетъ  быть  и  больше  его;  къ 
тому  же  мы  предполагаешь  ростъ  коэффиціентовъ  ап  слѣдую- 
щимъ  по  одному  и  тому  же  закону)  слѣд.  въ  асимптотиче- 
скомъ  счетѣ  возможно  допустить,  что 


Хр— X  Хр— X 

г  г 


а 


откуда 


л!  л*  е~х 

х    р 

г  е 


ѵ 


а 


х  1  Л.  г 


или  въ  силу  (3) 


а  ^ 

х 


і 


Допустимость  принятаго  нами  здѣсь  метода  предполагаеъ 
и  еще  одну  существенную  оговорку:  мы  можемъ  такъ  раз- 
суждать  лишь  при  одномъ  предположены:  рядъ  Ф(х)  долженъ 
быть  такимъ,  что  его  ростъ  въ  значительной  степени  обу- 
словливается ростомъ  его  члена  тахітит;а  при  заданномъ 

|*|  =г. 

Отсюда  видно,  какую  роль  играетъ  принципъ  ((Л),  1) 
въ  теоріи  роста  функцій. 

Итакъ  мы  можемъ  высказать  слѣдующее  общее  положе- 
ніе  (нѣсколько  болѣе  общее,  чѣмъ  то  даютъ  только  что  про- 
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изведенныя  выясненія,  но  читатель  безъ  труда  провѣритъ  ре- 
зультатъ): 

(В)  „Если  намъ  дана  функція  Ф(х),  коэффиціенты  коей 
всѣ  расту тъ  по  одному  и  тому  же  закону  (р(гі),  и  ест  ея 

Ат? 

ЩФ(г))=е    ,  то 

і 


Нашъ  результатъ  —  отличенъ  отъ  таковаго  же  даннаго, 
напр.,  ЫпсІеЩ"' 'омъ  (Асі;а  Зосіеіаііз  Геппісае  Т.  31),  тѣмъ 
не  менѣе,  какъ  асимптотическій  онъ — хорошъ.  Разница  обу- 
словлена методомъ  нашимъ,  который  является  асимптоти- 
ческими Методъ  этотъ — отличенъ  отъ  другихъ  существую- 
щихъ.  Можно  разсуждать  и  еще  нѣсколько  иначе!  Допустимъ, 

Агр 

что  рядъ  е     представляетъ  собой  9й(Ф(г))  тогда  только, 

Агр 

когда  между  членами  послѣдовательными  въ  *е  какъ-то,  напр., 
А"'1  г(«-і)р  дпгпр 

— ^^—  и  ^  ,  мы  себѣ  представимъ  рядъ  членовъ  ря- 
да (1)  эквивалентныхъ  по  росту  коэффиціентамъ  \ак\  по  по- 
рядку; тогда  ^г-ый  членъ  по  аналогіи  съ  пр-ижъ  представит- 
ся какъ 

П  I  I 

.  '       А9      {Апеирп)9  /Аое\9 
\а\  —  =зѵ  ь — -    сп  1 


п 


П  п 

р  пѵ 


Этотъ  результатъ  столь  же  точеаъ,  какъ  и  у  Ъгп&еЩ\. 
(Іос.  сіі.),  и  мы  можемъ  сказать: 

(С)  „Если  рядъ  ТауІог\  Ф(х)  съ  кругомъ  [сходимости 

безконечнаго  радгуса  по  росту  эквивалентенъ  съ  рядомъ  е  , 
то  ростъ  его  коэффиціентовъ  опредѣленъ  закономъ 
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Изъ  теоремы  (С)  мы  сейчасъ  же  выведемъ  другую  то- 
же очень  интересную  и  обратную  (С). 

Допустимъ,  что  коффиціенты  ряда  (1)  растутъ  но  зако- 
ну (&).  Какъ  растетъ  модуль  самой  функціи  Ф(г)? 

Беремъ  майоранту  (1) 


0      т  0  7       о.  7 

пр  (ппе-п)  (л!) 


Въ  силу  формулы  (3)  §  3: 
иначе  говоря 

і 

Ш{Ф(г))  =  Е1(\А9)*  г), 
т.  е.  асимптотически  (См.  изслѣдованіе  і?а  (х)) 


Полагая  же,  что  р  =  ге  (е— безконечно  малое  для  г  до- 
статочно большого),  мы  ради  симметріи  результата  съ  теоре- 
мой (С)  можемъ  выразить  такую  теорему,  дополненіе  къ  (С): 

{В)  „Если  коэффиціенты  ряда  (1)  растутъ  по  закону 
{(7),  то 

Щ{Ф(г)  с/>  еЛі  . 
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Вообще  нужно  замѣтить,  факторъ  А,  въ  асимптотиче- 
скомъ  счетѣ  не  играетъ  большой  роли,  и  его  даже  можно 
иногда  просто  опускать. 

Разсужденія  только  что  нами  произведенная,  какъ  нель- 
зя лучше,  устанавливаютъ  положеніе: 

(Е).  „Ростъ  модуля,  функцш  цѣлой  трансцендентной 
и  ростъ  коэффицгентовъ  ея  разложенья  Тауіог^а  взаимно 
обусловливаютъ  другъ  друга,  и,  зная  одно,  можно  опредѣ- 
лить  другое. 

Но  для  того,  чтобы  изучать  удобнѣй  и  законосообразнѣй 
ростъ  того  и  другого,  нужно  обладать  какой-либо  подходящей 
скалой  сравненія. 

Къ  счастью,  аналисты  въ  данномъ  случаѣ  не  безсильны: 
мы  всегда  можемъ  использовать  скалу,  уже  использованную 
какъ  Воппеі  для  строкъ,  такъ  Ли-Воіз-Веутоп&ожъ  для 
тѣхъ  же  строкъ,  а  также  для  его  инфинитарнаго  исчисленія. 

5.  Вотъ  этимъ  мы  теперь  и  займемся:  Итакъ  пусть  сно- 
ва данъ  рядъ  (1),  и  пусть  теперь 

ЩФІг^е^^'^^  (4) 

(здѣсь  Ъ%Г  =  Ы;Г)\ 

Запишемъ  таргапъ'у  теперь  такъ: 

АПг9П  (ЬгУ'П  ^Я'П  (4') 
о  п' 

Ищемъ  теперь  максимальный  членъ  (4')  призаданномъ  г. 
Изъ 

пЪ  А  +  рпЬг  +  а,  пВ2г  +  а2пЬ3г  —пЪп  +  п=1и(п) 
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имѣемъ: 

(ІТЛІІП)  Т     А  Т  Т  Т 

— ^     =  0  =  ЪА  +  Хгр  +  а^Ь^г  ■+■  ос2Ь2г — Ъп  , 

откуда  наиболыпій  индексъ 

>,  =  АгР(І;г)*і  .(іяг)«*.  (5) 
Разрѣшая  (5)  относительно  г,  получаемъ: 

т.  е.  въ  силу  (5) 
ибо 

Ь2г=  Х2  ^  (1  +  г,(>0),     Ііте^)  =  0  . 

Х=оо 

Представляя  же  (4')  подъ  видомъ 
ЩФ{г) "  2     г* 


и  въ  силу  соображеній,  подобныхъ  предыдущим^  полагая 
асимптотически 
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находимъ 


V  I «» I 


п 


СП 


А.г?  (Хг)а,  .  (Ь^г)*! 
п .  е~1.  г 


Но  въ  силу  (5)  и  (6)  имѣемъ  непосредственно 


и 


|/  |  а„  |  т  е 


Только  что  добытые  результаты  мы  формулируемте  въ 
слѣдующей  теоремѣ  (обобщающей  результаты): 

(Е)  „Если  дана  цѣлая  транщендентная  функція \Ф(х ) 
тауогапѴа  которой  есть 


то  законъ  роста  коэффицгентовъ  ся  разложенья  ТауІог'а, 
опредѣленъ  формулами 


Результаты  эти— близки  къ  результатамъ  даннымъ  Ыпйеіб^- 
омъ  (Іос.  сіі.). 

Въ  теоремѣ  (Е)  мы  видимъ  точное  опредѣленіе  прин- 
ципа (Е),  точный  отвѣтъ  на  него. 

Покончивши  съ  связью  между  ростомъ  коэффиціентовъ 
ряда  (1)  и  ростомъ  модуля—  тахітит а  ряда  (1),  мы  обра- 
тимся къ  установленію  зависимости  между  ростомъ  модуля 
ряда  и  ростомъ  его  нулей. 

Изслѣдованіе,  напр.,  функцій  <70(У)  и  Е^)  наглядно, 
эмпирически  устанавливаем  такую  связь. 

6.  Соотношеніе  между  ростомъ  модуля-тахІтит9а  цѣ- 
лой  трансцендентной  функціи  и  ея  нулями. 


Ш{Ф(г))  <л  с 


Агр   (Ег)а>  .  (Ь2гр  . . .  (Ьрг)*Р 


и 
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Воспользуемся  при  рѣшеЕІи  этой  задачи  прежде  всего 
методомъ  аналогіи. 

Извѣстно,  если  данъ  рядъ  Тау1ог'а 

оо 

Ф(х)=^аахп  (1) 
о 

(радіусъ  сходимости  =  оо ),  то 

1    СФ{х)(1х     ^_  ГФ(ге^)с1(р 

ап~Ътг)    хп+1   —  "2^г 3    га.е»&  ? 
ІГГ  о 

и  слѣд.  грубо  асимптотически 

2К(Ф(г)) 

I  ап  I    ^   >  '  (2/ 


Съ  другой  стороны  возьмемъ  извѣстную  формулу  Іеп- 
веп'а  (См.  Реіегзеп.  Ѵогіезіш^еп  йЪег  сііе  Гипсііопепіііео- 
гіе,  р.  196): 


о 


Ф(0) 


<1<р  (3) 


Отсюда,  тоже  грубо  асимптотически  выводимъ 

Ь^ШШ  (4) 


аѵ  #8,..,  #л  суть  нули  функціи  Ф(х)=0  въ  кругѣ  радіу- 
са  г. 

Сопоставленіе  формулъ  (2)  и  (4)  ведетъ  насъ  тоже  къ 
очень  курьезному  выводу: 

(в)  „Асимптотическія  формулы  (2)  и  (4)  позволяешь 
бъ  первомъ  приближенги  принять  ростъ  п  го  коэффиціента 
рьда  (1)  и  П'Ой  степени  величины  обратной  п-ому  нулю 
функцги  Ф{х)—0  одинаковыми*. 
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Т.  о.  асимптотически  [мы  вывели  слѣдующій  законъ  для 
роста   )ап\   и  |  ап  |  : 

(I)  Асимптотически  ростъ  п-го  коэффицгента  ряда 

со 

Ф(х)  =  ^апхп  и  его  п-го  нуля,  ѳъ  кругѣ  радьуса  =г  опре- 
о 

дѣленъ  закономъ 

К*  I  ^ 


а, 


Отсюда 


кі 


СП 


V  I  ««  I 


или  въ  силу  теоремы  (Р) 


Ао 


г. 


если  только 


Окончательно  мы  пришли  къ  слѣдующему  интересному 
выводу  (обращаемъ  вниманіе  читателя  на  соотвѣтствующее 
мѣсто  у  Ып&еЩ  (Іос.  сіі.)),  обобщающему  всѣ  предыдущее: 

(К)  „Если  дана  цѣлая  трансцендентная  функція 

оо 

Ф(х)  =  ^>]п  а*,,?71,  и  если  ея  модуль-тахітит  растешь,  какъ 
о 

то  ея  п-ый  нуль  растетъ  по  закону 


.  1  Г  п{Ъп)      ...  (і_н)' 

6  и  Ао  1 


3* 
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Теперь,  можно  сказать,  мы  получили  всѣ  результаты 
ЬнкІеІбТа  (Асіа  Ееппіса,  Т.  31),  но  своимъ  собственнымъ 
путемъ. 

Интереснымъ  было  бы  опредѣлить  степень  точности  на- 
шихъ  выводовъ,  исходя  изъ  нашихъ  результатовъ  какъ  изъ 
результатовъ  перваго  приближенія  и  ища  къ  нимъ  другіе  бо- 
лѣе  точные;  но  мы  оставляемъ  этотъ  вопросъ  въ  данный  мо- 
ментъ  въ  сторонѣ. 

Также  нашъ  пріемъ  отличается  отъ  таковаго  же  упо- 
требленнаго  и  ВогеГешъ. 

Слѣдующимъ  важнымъ  шагомъ  въ  вопросѣ  взаимной 
связи  роста  модуля  фуикціи,  роста  коэффиціентовъ  ея  раз- 
ложенія  въ  строку  Тау1ог'а,  и  роста  ея  нулей  является  оп- 
редѣленіе  и  изученіе  связи  между  рядомъ  ТауЬг'а  опредѣ- 
леннаго  только  что  перечисленными  тремя  факторами  и  раз^ 
ложеніемъ  его  въ  классическое  произведете  ІѴеігзігазз'^,  если 
онъ  обладаетъ  нулями. 

При  изученіи  этой  послѣдней  проблемы  мы  натолкнем- 
ся на  новыя  и  интересныя  понятія  и  проблемы;  но  всѣмъ 
этимъ  мы  займемся  нѣсколько  позже. 

7.  Лѣкошорыя  соображенія  по  поводу  асимппіопіиче- 
скихъ  законовъ  (4,  {В)),  (5,  (Р)),  и  (6,  (К)). 

Предыдущими  соображеніями  мы  установили  тѣсную  за- 
висимость можду  законами  роста  модулей— самой  функціи,  ея 
нулей  и  коэффиціентовъ  ея  разложенія  въ  строку  Тау1ог'а, 
причемъ  обнаружили,  что  знаніе  роста  одной  изъ  величинъ 
даетъ  возможность  знать  ростъ  двухъ  другихъ. 

Понятно  предыдущія  соображенія  предполагали  все  вре- 
мя, что  скала  Ли-Воіё-ВеутопЯа,  достаточна  для  опредѣле- 
нія  роста  названныхъ  величинъ.  Но  вѣдь  иногда  она  являет- 
ся безполезной,  какъ  она  иногда  является  безполезной,  напр., 
въ  теоріи  сходимости  строкъ. 

Область  цѣлыхъ  трансцендентпыхъ  функцій,  майоранта 
коихъ  Ш(Ф(г))  можетъ  быть  усчитана  при  помощи  екали 
1)и-ВоІ8-Веутопа1'а, — очень  обширна,  и  эту  область  принято 
выдѣлять  въ  особую  группу.  Вообще  говоря,  это — группа  функ- 
цій,  для  коихъ  всегда  возможно  асимптотическое  неравен- 
ство вида 
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е      <^ЩФ(г))<е         ,  (1) 

причемъ  равенство  верхнему  или  нижнему  предѣлу  не  вы- 
ключено, и  иногда  возможно,  что 


АгР  АгР*1 
ЩФ(г))  =  е       или  же  Ш(г))  =  Ае        .  (2) 

Числа  р  +  1  суть  то,  что  2?оге2  называетъ  Ѵогйге 
аррагепЬ  цѣлой  трансцендентной  функціи. 

Такъ  какъ  классъ  функцій,  ростъ  модуля -тахітит' а 
коихъ  можетъ  быть  всегда  опредѣленъ  формулой  (1)  или 
одной  изъ  (2),  измѣряется  скалой  Ви-Воіз-Ііеутопо1'  а,  при- 
чемъ всегда  можно  подъискать  для  Ш(Ф(г))  такой  функцій 
числа  р  конечный,  цѣлыя  или  дробныя,  то  принято 

называть  такія  функціи — функцгями  конечнаго  порядка, 

Характерныя  для  этихъ  функцій  свойства  нами  отчасти 
уже  были  изучены  и  формулированы  въ  асимптотическихъ 
законахъ  роста  (4  (В)),  (5  (Р))  и  (6  (К)).  Бсѣ  остальныя 
цѣлыя  трансцендентныя  фушщіи,  ростъ  коихъ  уже  не  можетъ 
быть  опредѣленъ  при  помощи  скалы  Бн-ВоІ8-Е,еутопсГа,  со- 
ставляютъ  другую  обширную  группу  функцій,  причемъ  эту 
группу  раздѣляютъ  на  двѣ  въ  свою  очередь  группы: 

1°  группу  функцій  (цѣлыхъ  трансцендентныхъ),  ростъ 
коихъ  опредѣленъ  условіемъ 

Ж(Ф(г))<егВ, 

какъ  бы  г  мало  ни  было;  это  такъ  называемыя  функціи  ну- 
левого порядка. 

2°  группу  функцій  порядка  безконечнаю,  ростъ  коихъ 
опредѣленъ  условіемъ 

ЗИ(Ф(г))  >  ег?, 

какъ  бы  р  велико  ни  было. 

Раздѣіеніе  функцій  не-конечнаго  порядка  па  два  класса 
обусловлено  тѣмъ,  что  у  фушщій   одной  группы   есть  свой- 
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ства,  пе  принадлежащая  функціямъ  другой  группы.  Мы  об- 
варужимъ  это  позже! 

Въ  виду  того,  что  мы  заговорили  теперь  о  классифика- 
ціи  дѣлыхъ  трансцендентныхъ  функцій,  мы  считаемъ  полез- 
нымъ  выдѣлить  одинъ  основной  принципъ  изученія  роста 
функцій,  принципъ,  дающій  возможность  произвести  точно 
классификацию  функцій,  а  также  указывающій  методъ  ихъ 
изученія. 

Основной  принципъ  изученія  роста,  скажемъ,  цѣлыхъ 
трансцендентныхъ  фупкцій,  въ  сущности  есть  не  что  иное, 
какъ  методъ  сравненія  данной,  предложенной  намъ  функціи 
Ф{х)  съ  другой,  которую  мы  выбираемъ — и  выбираемъ  про- 
извольно— для  сравненія.  Такъ,  напр.,  если  мы  имѣемъ  функ- 
цію  сравнимую  относительно  ЪодШ\ф(г))  со  степенью  г*  мо- 
дуля пезависимаго  перемѣннаго,  т.  е.,  если,  положимъ, 

(г— безк.  малое) 

то  такая  функція  Ф(х)  есть  понечнаго  порядка  и  притомъ 
порядка  строго  к. 

Обыкновенно  принято  сравнивать  всегда  ростъ  1іодШ(Ф(г) 
съ  нѣкоторой  другой  функціей,  выбранной  нами  какъ  масштабъ, 
но  иногда  при  асимптотическомъ  счетѣ  полезно  производить 

Ш'(Ф(г)) 

сравненіе  не  съХо#2й(Ф(г)),  а  съ  ^  (ф\г)) '  п^и  чемЪ  асимп~ 
тотически  грубо  можно  писать 

т(Ф(г  +  к))-Я}ЦФ(г))  Ж'(Ф(г)) 

Ш(Ф(г))  ^  Ж(Ф(г))  {  ) 

при  г — достаточно  болыпомъ  и  к  сравнительно  маломъ  съ  г. 

Въ  вопросахъ  асимптотическаго  счета  приближенное 
равенство  (3)  можетъ  оказаться  чрезвычайно  полезнымъ,  какъ 
это  мы  сейчасъ  покажемъ. 

Напр.,  возьмемъ  рядъ  монотонно  возрастающихъ  величинъ 


(4) 
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Нельзя-ли  опредѣлить  „ скорость и,  быстроту  роста  (4)? 
Скала  Би-Воів-КеутопсРа  можетъ  быть  здѣсь  полезной. 

Если,  напр., 

К  п  ' 

то,  полагая  2$п  =  <р(п),  мы  имѣемъ 

у>(и  +  1)  —  9^(^г)  _  1 

•  или  въ  силу  (3) 

7  ,  ;  =  —  ,    то  есть  ср(п)  тп> 
(р(п)      п        '  ' 

и  слѣд.  числа  ^  въ  среднемъ  растутъ  какъ  числа  натураль- 
наго  ряда      отсюда  легко  сейчасъ  же  сказать,  какъ  растетъ 
сумма  (4),  т.  е.  опредѣлитъ  скорость  роста  суммы  (4). 
Предположимъ  теперь,  что 

Nп^одNп      п  ' 

(т.  е.  мы  все  время  примѣняемъ  скалу  ^и-Воі8-КеутопсГа•, 
тогда,  разсуждая  попрежнему,  мы  можемъ  асимптотически 
писать 

<р(п)Ьодср(п)     п  ' 

т.  е. 

(р{п)  ілЯптеп, 

и  слѣд.  числа  N2  растутъ  еще  быстрѣй:  они  растутъ  здѣсь 
какъ  &-ыя  степени  числа  е. 

Очевидно  вообще  для  ряда  величинъ  (4)  можно  устано- 
вить слѣдующую  формулу: 

Нп+і—Нп  _  тпЬод^.Ьод^п . . .  Ыд0Яп 
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гдѣ  числа  р  и  тп,  мѣняющееся  съ  ищексомъ  п,  вобще  гово- 
ря, должны  быть  подобраны  такъ,  чтобы  лѣвая  часть  равня- 
лась правой.  Асимптотически  (5)  запишется  такъ: 


Ъод   (р{п)сл  ІІ^йп.  (5Г). 


Понятно,  если  мы  хотимъ  продѣлать  точный  подсчетъ,  мы 
должны  пользоваться  чаще  (5),  а  не  (5').  Формула  (5)  даетъ 
намъ  при  ростѣ  чиселъ  т{п)  и  р  все  бблыпія  и  болыпія 
числа  2$п. 

Наоборотъ,  если  бы  мы  хотѣ.ш  получать  числа  все 
менѣе  и  менѣе  быстро  растущія,  то  мы  бы  взяли  за  общую 
формулу  ихъ  образованы  такую: 


N  п  ЪодпЪодп  ...  Ъодп 


(6) 


Переходъ  отъ  (6)  къ  ея  асимптотической  формулѣ  при  по- 
мощи (3)  намъ  говорить  объ  этомъ  непосредствэнно,  и  мы 
имѣемъ  тогда 

1од?(п)  «і  [ТЩ   (6-) 

'-  гк  у     ^пЬодп  ...  Ъодрп  4  у 

ИЛИ  При  т(п)  —  Т  =  С0П8І. 

Ъод<р{гі)  =  тЪод  п 


(6") 


Конечно  иногда  вмѣсто  формулы  образованія  чиселъ 
ІѴЛ  медленно  или  быстро  растущихъ  приходится  брать  такія: 

Яп+і—Нп  -  ФУЬодЯп  •  •  •  (ЪЩрЮ^1  (для  быстро  ра- 


ІѴЛ  п  стущихъ) 

-^п  __  . —      ^дЛЯ  медленно 


п.Ъодп.Ъод2п  ...  {Ъодрп)п+{  растущихъ) 

безк.  малое 
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Все  это— въ  сущности  не  ново;  но  тоже  самое  можно  при- 
мѣнить  къ  росту  функцій,  причемъ  здѣсь  вмѣсто  разности 


(Производную  по  г),  и  тогда  формулы,  который  мы  употреб- 
ляли, напр.,  для  изученія  роста  модуля — тахітит'а  функцій 
конечнаго  порядка  не  являются  абсолютно — новыми:  приципъ, 
какъ  видимъ,  и  въ  теоріи  рядовъ,  ивътеорги  роста  функцгй 
— одинъ  и  тотъ  же. 

Замѣнить  функцію  <р(х)  ея  фу нкціей— масштабомъ  со(х) 
во  многихъ  вопросахъ  можетъ  оказаться  чрезвычайно  полез- 
нымъ  и  выгоднымъ  даже  и  въ  тѣхъ  случаяхъ,  когда  не  идетъ 
рѣчь  исключительно  о  ростѣ.  Вотъ  примѣръ  этому! 

Пусть  дана  функція  /'(х)  и  пусть 


и  пусть  извѣстно  еще,  что 


1{х)  іл  «О), 


причёмъ 


Требуется  опредѣлить  у  изъ  (I). 
Прежде  всего  изъ  (II)  мы  находимъ 

Ьодсо(х)~аЬод2х=Ьод(Ьодх)сс  , 


(И). 


такъ  что 


ы(х)=(Ьодх) 


а 


(Ш). 
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такъ  что 

(Ьодх)т 

и  слѣд.  задача — рѣшепа. 

Вотъ  еще  примѣръ!  Пусть  /(х) — такова,  что 

{со(х))1-&<Г{х)<сэ{х)1+г  (х) 

и  пусть 

Ш=ЧІР)  (^). 

Требуется  опредѣлить  у  въ  функціи  х  при  условіи 

№)=    а  (о) 

«(ж)  хЬодх 


(  а=соп8і. 

Въ  этомъ  случаѣ  разрѣшеніе  ур-ія  (хх)  замѣняемо  раз- 
рѣшеніемъ  асимптотическаго 

со{у)—тсо{х)  (оо). 

Изъ  (о)  находитъ 

Ъодсо(х)=Ііод(Ъодх)*  , 


такъ  что 


и  слѣд. 


т.  е. 


со(х)=(Ьодх)а  , 
(Ьоду)*  =  т{Ъодх)*  , 


і  „і 

а  а 

Ъоду=т  Ьодх  и  у=хт, 


и  мы  беремъ  за  я/  въ  (жг)  значеніе  асимптотическое 


у==хт 
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Разумѣется,  успѣхъ  здѣсь  обусловленъ  возможностью, 
найти  такую  функцію—масштабъ  сэ(х)  къ  данвой  Дж);  что 
же  касается  до  нахожденія  такой  сэ(х)  и  до  методовъ,  даю- 
щихъ  это  нахожденіе  то  этотъ  вопросъ  долженъ  рѣшаться 
въ  каждомъ  отдѣлъномъ  случаѣ  отдѣльно;  падѣемся,  что  чи- 
тателю это  утвержденіе  понятно  послѣ  всего,  что  мы  сказа ш 
до  сихъ  поръ. 

Любопытпымъ  является  также  тотъ  фактъ,  что  скала 
Ви—Вогв — Веутопд? а  все  чаще  и  чаще  находить  себѣ  при- 
мѣненіе  въ  анализѣ. 

Для  функціи  Ф(х)  не—  конечнаго  порядка  быстро  ра- 
стущихъ  или  медленно  растущихъ  мы  будемъ  пользоваться 
соотвѣтственно  скалами: 


(7). 


со'(х)  __  т(х).Ьодсо{х).  Ьод_1сэ(х)...(Ьодгы(х))1+* 
со(х)  ~  х  5 

ы\х)  _____  т{х) 


\  со{х)      хЪодх.  Ьод2х  ...  (Ьодгх)1^в 

(е — безк.  малое  или  же  нуль). 
(т(х)—  функція  или  же  соп8іапі'а,  иногда=1.). 

Въ  заключеніе  этой  главы  умѣстно  поставить  слѣдую- 
щій  вопросъ:  допускаюшъ-ли  законы  (4(1))),  (Ь,(Р))  и  (6,(#)) 
исключенія?  Нельзя-ли  иногда  ошибиться,  слѣдуя  имъ? 

Это— вопросъ,  на  который  мы  къ  сожалѣнію  отвѣтить 
сполна  и  ясно  не  умѣемъ;  но  во  всякомъ  случаѣ  перечислен- 
ные законы  допускаютъ  исключенія,  и  докажемъ  это  мы  фак- 
тами. Напр.,  если  мы  возьмемъ  двѣ  цѣлыя  трансцендентныя 

функціи  8іпя  ,  то  ихъ  нули  съ  точки  зрѣнія  роста 

1  (2) 

одинаковы,  ибо  нули  первой  суть 

О,  1,-1,  2,-2,  3,-3,  , 

нули  же  второй  суть 

0,-1,  -2,-3,  
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Въ  то  же  самое  время  ихъ  модули  растутъ  соотвѣтст- 

венно  (асимптотически)  какъ  е™  и  е1дг ,  и  мы  видимъ  явно 
отступленіе  отъ  вышеприведенныхъ  асимптотическихъ  законовъ. 
Почему  это  такъ? 

%  Очевидно,  изученія  роста  только  модулей  недостаточно; 
само  собой  понятно,  что  вліяніе  аргумеетовъ  нулей  можетъ 
быть  иногда  зеачительнымъ.  Это — съ  одной  стороны,  а  съ 
другой  стороны  въ  случаѣ  функцій  конечнаго  порядка  и  при- 
томъ  цѣлаго  возможны  также  отступленія  отъ  общей  теоріи; 
въ  этомъ  послѣднемъ  случаѣ  происходящая  отступленія  въ 
сущности  обусловлены  тоже  ролию  аргументовъ  нулей.  Для 
того,  чтобы  выяснить  это  явленіе  глубже,  мы  нуждаемся  въ 
изученіи  роста  произведены  ІѴеіегзігазз^а  типа 

I    ^  ап' 


а  также  мы  должны  глубже  установить  связь  между  произ- 
врденіемъ  ЛѴеіег8Іга88'а  для  предложенной  функціи  и  ея  раз- 
ложеніемъ  въ  строку  Тау1ог'а;  этому  мы  посвятимъ  спеціальное 
изслѣдованіе  въ  послѣдующихъ  главахъ;  сейчасъ  же  мы  по- 
кажемъ,  какъ  нужно  изучать  функцію,  если  она  не  поддается 
изученію  при  помощи  уже  пе  разъ  цитированныхъ  законовъ 
(2)),  (Е)  и  (К).  Кстати  замѣтимъ  здѣсь  еще,  что  на  при- 
мѣрѣ  функціи  МШад-ЪфІег^а  Е2(х)  читатель  можетъ  на- 
глядно убѣдиться  въ  справедливости  законовъ  (4,(2))),  (5,(2^)) 
и  (6,(К)). 

8.  Изученге  функцт 

оо 

К^)=^т  ат2.хт\о<(1<1  (і). 

и 

Этотъ  примѣръ  мы  выбрали  потому,  что  онъ  не  под- 
ходитъ  подъ  случай  роста  модуля  функціи  по  скалѣ  Ли- 
Воіз-КеутопсГа,  и  слѣд.  мы  должны  указать  методъ  изученія 
такой  функціи.  Замѣтимъ  особенно,  что  методъ  взятый  нами 


довольно  общаго  характера,  и  читатель  можетъ  имъ  пользо- 
ваться очень  часто  въ  подобнаго  рода  проблемахъ.  (Сравни 
тоже  самое  почти  у  Нага1  у  „Оп  іѣе  яегоез  оі"  сегіаіп  сіаззез 
оГ  іпіе^гаі  Тауіог  вегіез".  (Ргосеесііп^з  оі*  іпе  Ъопоіоп  МаіЬе- 
таіісаі  Зосіеіу.  1905.  8егіе  2,  р.  332).  Нагйу  указываетъ  въ 
цитированной  работѣ,  къ  какимъ  классамъ  функцій  взятый 
нами  методъ  примѣнимъ;  мы  до  знакомства  съ  работой  Нагоіу 
часто  пользовались  его  же  методомъ  для  опредѣленія  роста 
модуля  функціи. 

Примѣръ  этотъ  нами  взятъ  у  НаоІатагоѴа  (См.  примѣ- 
чаніе  р.  179.  Еіисіе  зиг  Іез  ргоргіёіёз  оіез  йпсііопз  епѣіёгез... 
1892.  Лоигп.  сіе  МаШ.  ригез  еі  арр.),  и  мы  нашли,  разсуждая 
подобно  Нагоіу ,  для  модуля  {'(х)  предѣлъ  какъ  разъ- 
данный  въ  примѣчаніи.  Мы  будемъ  сейчасъ  разсуждать  не- 
зависимо отъ  мемуара  Лагоіу. 

Разумѣется,  общая  точка  зрѣпія,  на  которой  стоитъ 
Нагйу,  заслуживаетъ  серьезнаго  вниманія,  и  мы  обращаемъ 
вниманіе  читателя  на  его  мемуаръ  (Іос.  сіі.).  Обратимся 
однако  къ  нашему  примѣру!  Найдемъ  членъ  въ  рядѣ  (I)  по 
абсолютной  величинѣ  меныпій  1;  имѣемъ 


Наибольшій  же  членъ  ряда  (1)  найдемъ  изъ  условій: 


=2пЫд$  +  Ьодг,  т.  е.  ^~),  (3)' 


дтігт<і   или  д™г<\ 


откуда 


(2). 


Ьоди^п^Ъодц  +  пЬодг  и 


иными  словами 


(4). 


Далѣе  очевидно 


и  потому 
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(  2Х-Ы 

\  и  =  ц  •  г.  и 
\    х+і  х 


2(2X4-2) 


и      =  д. 

Х+2 


г2,  и 


ч(2Х+х)  ч 

м      =  а     •      г  .  и 

{     Х-Ьч  X 


такъ  что  въ  силу  условія 


X 

д  г<1 


(6) 


имѣемъ: 


в  = 


гь      +  и  + 


Х+і  Х+і  Х4-2 


|  2Х+І 


/      2X4-1  \2 


или 


Х+і  X 


2Х+І 

2Х+і 
. 


(7). 


Теперь,  если 


то  невозможно,  чтобы 


2  **"<1і 


2Х+і  1 


ибо  тогда 


х+.<2, 
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между  тѣмъ  изъ  (6)  слѣдуетъ,  что 

1  т 
— >г,  т.  е.— <2, 

что — нелѣпо.  Отсюда  заключаемъ,  что 

К      <  и  (7), 

иначе  говоря 

К;      ^=--  и  е.    е<1  и  Ііте=о.  (8). 
х-ы  л 

Наиболыпій  членъ  у  насъ,  какъ  мы  нашли,  есть  \;  по- 
этому члены  за  \  будутъ  понятно  убывать;  величину  модуля 
и  по  сравненію  съ  модулемъ  и    находимъ  изъ  соотношенія 


и  %  .  г 

Хл 


X2    х  х2-х02    х-х0  , 

X 


но  въ  силу  (4)  Л=2\,  поэтому 

и 


X, 


ЗХ,/     Х0  ) 

и  а  л  г 

х 


X 

и,  кавъ   %  г<;1,  или 


1  1 

*  X  —        2Х0  , 


ТО 
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и  а  1 

 ^°   ">>    _  ^>   

*-П   2  >  2 

х 

т.  е. 

х  2 

г*  <  и  .  д  °  (9). 

х  Х0 

Формула  (9)  даетъ  представленіе  о  быстротѣ  убыванія 
членовъ  послѣ  \ — го. 

Съ  другой  стороны  сумма  модулей  А0  первыхъ  членовъ 
(1)  даетъ  намъ: 

! «        1 1 

5  =1  +  ^  +  .  .  +и     =  и  \ — ^=1  +  .  .  +— -}  = 
х0  х0.!      х0|   и  и  I 

(1  1  1  )  ^ 

^=и  і   +  ■    +  ...+ — 5-і — гі  < 

Х01      Х02-Х0-12  Х2-Х0-22    2  Ао  Ы 

^  о       о        г        д  о       о        гі  д         г  | 


[г      г2  г  ) 


О  )•  1  +  ...+■ — г  +  ...і=  и  ,  - 


т.  е. 

8   <  и    ,  ибо  г>2.  (10). 

Собирая  добытые  результаты,  мы  очевидно  на  основаніи' 
формулъ  (7)  и  (10)  можемъ  писать: 


1  Х0+1 

=х  ц    (1+  е(х))  ,       |Ѵ|=оо  (11)- 
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Отсюда  ростъ  модуля  определяется  непосредственно, 
именно: 


\[{х)\  со  и    —  <[     г   =  е 

Х« 


1од*г  1од*г\  _ 
4/о/72д  ЧЯод<і\ 


— •  ехр.  иоду. Л1"лгЛ'„  —  тгтттг:!  —ехр. 


ЕЛИ  При 


б—іод 


і/ 


(х)\  сл  е 


Подо 


1одгг] 


(12) 
(13). 


Результату  полученный  нами  здѣсь, — точнѣй  Еайатагй' 
овскаго  (Іос.  сіі.,),  Между  прочимъ  это  показываетъ,  что  фор- 
мулы НасІатапГа  для  вычисленія  роста  функцін,  данныя  имъ 
въ  тоигп.  (Іез  Маііі.  ригез  (1892).  Т.  VIII — мало  точны. 

По  его  формуламъ 

ІОЦ2Г 


21  оіо 


Разница,  какъ  видимь, —  громадная,  ибо  по  формулѣ 
НасІатагсГа  слѣдтетъ: 


п4  ]/ 


и 


Формула  (13)  съ  ясностью  говорить  намъ,  что  функція 
(1)  есть  функція  пулевого  порядка. 

Но  мы  можізмъ  сдѣлать  еще  нѣкоторы^  выводы  изъ 
нашихъ  разсужденій:  очевидно,  напр.,  что 


то  А.  тор. 


со  г*  (1  +ех)  +  и     (1  +е2) 

X  Х-И 
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^<1,  Ііте^О,  1іте3=0,  ^2<1, 

а  потому 

/гт^  (ж) = 0 = Ііте2  (х) 

I  X  I  ==  оо 

для  круга  радіуса=г,  причемъ  въ  силу  (6) 


г<\  ?  *=2\  (14). 

Полагая  Д#)=0,  мы  находимъ  изъ  послѣдней  формулы 

+1=0,  (14') 


и  можно  думать  поэтому,  что  корни  Д#)=0  суть  отрицатель- 
ные и  близки  по  абсолютной  величинѣ  къ 


если  они  лежатъ  въ  кругѣ  радіуса=г^С — \- г.  Правда  асимп- 
тотически  Д#)  можно  и  такъ  представить: 

Д#)=#    2    ^1  +  ф))+х         а  (1+ъ(я))=0 
{^\іітгіх{х)—Ъ,  1іту}а(х)=0, 

у  |  х  |  =оо  |  Ж  |  =оо 

и  тогда  мы  бы  получили  другое  строеніе  для  нулей  изъ  ур-ія 
(14'),  но  асимптотически  корни  будутъ  равными. 


—  51  — 


Во  всякомъ  случаѣ  на  нашемъ  примѣрѣ  читатель  видитъ 
нѣкоторый  определенный  методъ  разрѣшенія  трансцендент- 
ныхъ  ур  -  ій ;  но  понятно  онъ  не-всегда  примѣнимъ,  ибо 
фигурирующія  въ  (14')  и  (15)  функціи  е1(%),е2(%))гіі(х),гі2(х) 
не  всегда  таковы,  что 


а  тогда  методъ  непримѣнимъ. 

Такъ  читатель  убѣдится,  что  къ  Бесселевской  функціи 
^0(^),  нами  изученной,  методъ  какъ  разъ  въ  силу  этого  об- 
стоятельства не  примѣняется.  Лучше  всего  онъ  примѣняется 
къ  рядамъ  типа 


причемъ  (р(гі)  —  необыкновенно  быстро  растущія  функціи  п,  и 
на  основавіи  только  что  произведенныхъ  подсчетовъ  сказанное 
о  функціи  (16) — понятно. 

Считаемъ  полезнымъ  сдѣлать  нѣсколько  общихъ  замѣча- 
нш  относительно  опредѣленія  корней  цѣлаго  трансцеядент- 
наго  ур-ія. 

9.  Общія  замѣчанія  относительно  опредѣленія  корней 
цѣлаго  трансцендентнаго  ур-ія. 

Прежде,  чѣмъ  закончить  совсѣмъ  нашу  первую  главу, 
мы  хотимъ  дать  нѣсколько  общихъ  замѣчаній  по  поводу  опре- 
дѣленія  корней  трансцендентныхъ  ур-ій  тѣмъ  болѣі,  что  мы 
задѣли  эту  проблему. 

Проблема  эта  сполна  еще  не  разрѣшена,  хотя  ею  зани- 
мались уже  Еиіег,  СаисЪу,  Ьадгапде,  Риогіег  и  Зіегп.  Такъ, 
напр.,  въ  1837  г.  Королевское  Общество  въ  Копенгагенѣ  задало 
на  премію  какъ  разъ  задачу  объ  опредѣленіи,  раздѣленіи, 
изслѣдованіи  и  вычисленіи  корней  трансцендентныхъ  ур-ій, 
и  за  выполненіе  этой  проблемы  взялся  ученый  изъ  Геттингена 
8іет,  приславшій  въ  Копенгагенъ  свой  мемуаръ  (Лоигп. 
■СгеИе'з  I.  22). 


|  ех{х)  |  <1,  |  ф)  |  <1,  |  гіх{х)  |  <1,  |  ъ(х)  |  <1, 


(16) 


4* 
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Но  математики  того  времени  занимались  больше  числен- 
ными, нумерическими  изслѣдованіями  трансцендентныхъ  ур-ій 
тѣмъ  болѣе,  что  природа  этихъ  послѣднихъ  съ  точки  зрѣнія 
роста,  связи  ихъ  съ  полиномами  имъ  была  невполнѣ  ясна; 
выясненіе  послѣдняго — дѣло  рукъ  современныхъ  математи- 
ковъ,  и  толчокъ  къ  такимъ  изслѣдованіямъ  былъ  данъ  ТѴеіег- 
ѣігав&омъ. 

Что  касается  до  нумерическаго  изслѣдованія  трансцен- 
дентныхъ ур-ій,  то,  какъ  нетрудно  убѣдиться,  мысли  Фурье 
о  примѣнимости  его  метода  раздѣленія  и  вычисления  кор- 
ней алгебрическихъ  ур-ій,  остаются  въ  силѣ  въотношеніи  къ 
цѣлымъ  трансцендентнымъ  ур-ніямъ,  и  съ  точки  зрѣнія  ну- 
мерической  анализъ  въ  отношеніи  рѣшенія  цѣлыхъ  трансцен- 
дентныхъ ур-ій  вовсе  не  безсиленъ,  что  и  доказали  Еиіег, 
Ьа^гап^е,  а  особенно  СаисЬу  (Оеиѵгез  сотріёіез  і.  VII 
„Ехегсісез  таіпётаіідиев")  и  8іегп  (Іос.  сіі.)  Несомѣнно 
теорія  роста  функцій  внесла  много  новаго  и — что  особенно 
важно— обгцаго  въ  вопросъ  о  корняхъ  цѣлаго  трансцендент- 
наго  ур-ія,  тѣмъ  не  менѣе  изученіе  каждаго  индивидуальна™ 
случая  въ  отдѣльности  часто  и  въ  настоящее  время  является 
неизбѣжнымъ,  если  только  мы  хотимъ  знать  не  только  роешь 
корней,  но  самые  корни.  Предложимъ,  напр.,  себѣ  изучить 
корни  ур-ія 

Х—С08Х=0  (1). 

Методъ,  который  мы  для  изученія  уравненія  (1)— здѣсь 
возьмемъ,  будетъ  очень  напоминать  методы  СаисЬу  (См.  Т. 
VI.  8егіе  П.  „8иг  1а  паіиге  дез  гасіпез  <1е  диеЦпез  ёдиа- 
ііопз  ігапвсепсіапіез"). 

Замѣтимъ,  что  къ  аналитическимъ  выкладкамъ  8іеггіъ> 
и  СаисЬу  полезно  всегда  почти  присоединять  геометрическое 
пзслѣдованіе,  которое  часто  даетъ  возможность  быстро  оріен- 
тироваться  въ  распредѣленіи  корней  уравненія,  а  зная  даже 
схематическое  ихъ  распредѣленіе,  можно  уже  значительно 
легче  заняться  и  точнымъ  ихъ  опредѣленіемъ  и  выясненіемъ. 
Во  всякомъ  случаѣ  графленая  квадратами  бумага  и  приближен- 
ное вычерчивапіе  соотвѣтственно  подобранныхъ  кривыхъ  для 
рѣшенія  даннаго   трансцендентнаго  уравненія  могутъ  быть 


очень  полезны.  Все  это  .мы  обрпсуемъ  сейчасъ  на  взятомъ 
нами  примѣрѣ  (1). 

Напр.,  есть-ли  дѣйствительные  корни  у  (1)?  Отвѣтъ 
получимъ  сейчасъ  же,  вычерчивая  двѣ  кривыя 

у—х    и  у—Совх 


и  опредѣ.іяя  ихъ  обгцгя  точки  иересѣченія;  увидимъ,  что  та- 
кихъ  точекъ  можетъ  быть  только  одна  въ  интерваллѣ  (0;1), 
и  дѣйствительно  точный  подечетъ  для  единственнаго  корня 
{Віегп,  Ъос.  сіі)  даетъ  0,7390847... 

Аналитически  существованіе  единственнаго  реальнаго 
корня  мы  докажемъ  такт:  пусть  ^0 — реальное  такое,  что 

и  вблизи  ^=0  мы  имѣемъ  дѣйствительно  это  неравенство; 
теперь  изъ  у~х—Со8х  слѣдуеті,  что 


т.  е.  у  всегда  возрастаетъ,  с.іѣд.  долженъ  наступить  моментъ, 
когда  х0=Со8х01  и  дальше  уже  мы  всегда  должны  имѣть 

СЩ>0. 

Есть-ли  корпи  чисто  мнимые  у  {(х)—х—Со8Х>  Полагая 
х—^і,  имѣемъ: 


что — нелѣпо,  ибо  іп — реально. 

Есть-ли  комплексные  корни  у  Дж)=0?  Пусть  х—^ц-гт}, 
тогда  (1)  превращается  въ 

$  +  щ = Сов^СНг) — і8іп$8к  г,       ( 2 ) , 

откуда 

%=С08І;СІІГ)  (3) 

т=—8іп*81і7)  (4). 
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Изъ  (3)  и  (4)  находимъ  далѣе: 


т.  е. 


Будемъ  давать  г)  теперь  болыпія  значенія,  тогда  (мы 
Бозьмемъ  сейчасъ  ^>0)  асимптотически 

^ооШ^  (6), 

но  тогда  %  должно  быть  близко  къ  2кл  (&=0,1,2, . .  .  оо  ); 

съ  другой  стороны,  какъ  —  функція  четная,  ^  должно 

быть  по  формѣ 

$-  =  2ктг — ыъ  со%>0  и  очень  малое  (7). 

На  основаніи  сказаннаго  ур — іе  (3)  можно  записать  такъ: 
2Ы— е^=— (1+^)),  Ііш  *(ч)=0  (8), 

Г(  =  СО 

и  слѣд. 

гі=Ьод(4кл—2&А)  +  е\гі)  \  . 

Ііш  е'(г})=0        \       {  }) 

7]  =  со 

такъ  что  комплексные  нули  даннаго  уравненія  суть 

42 = ( 2ктт—со1)  +  гЪо  д(4кл:—2с!)л)  (10). 
к — 1 ,2,3, .  * . 

Нули  въ  формѣ  (10)  могутъ  быть  извѣстны  лишь  при 
знаніи  величины  со%.  Вычисленіемъ  мыееполучимъ  изъурав- 
неній  эквивалентныхъ  (3)  и  (4),  именно: 
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от      \    (Уравненія  асимптотическія)  (11). 
Сначала  удобнѣй  опредѣлить  г  изъ  уравнепія 

2Ы~Щ=СІІГ1  (12)' 

а  затѣмъ  со%. 

Геометрическій  методъ  здѣсь  тоже — полезенъ:  онъ  пока- 
зываетъ  съ  ясностью,  что  у  насъ  только  и  есть  при  $>0 
корни  (10).  Убѣдимся  мы  въ  этомъ,  вычерчивая  кривыя  (3) 
и  (4). 

Изъ  уравнепія  (3)  видно,  что  между  прямыми 
(тт    Зя-Ч    (Ьтс    1п\  /2&— 1  2&ч-1^ 

кривая  (3)  не  существуетъ,  ибо  С/?г>0,  а  въ  этихъ  иитерва- 
лахъ  Сов  ^<0. 

Также  очевидно,  что  кривая— не  существуетъ 

въ  интерваллахъ  (0,  я),  (2тг,  Зяг),  (4тг,  5л-),  

Отсюда  видно,  что  общими  интерваллами,  въ  коихъ  на- 
ходятся какъ  вѣтвь  кривой  (3),  такъ  и  вѣтвь  (4),  будутъ 

(-|я-,  2л-  ),   (-Іяг,  4л-  ),  2/^т  )>  


Этими  геометрическими  соображеніями  мы  подтверждаэмъ 
прежніе  аналитическіе  выводы  и  формулы  (10).  Для  §>>0 
кривая  (3)  даетъ  также  и  дѣйствительный  корень  (>}=0, 
%=Соз%):  онъ  будет ь  какъ  разъ  началомъ  вѣтвей,  располо- 
женеыхъ  симметрично  относительно  оси  ^-овъ  и  идущихъ  оди- 

наково  къ  + оо  и  — оо,  причемъ  кривая  —  оудетъ  асимп- 
тотой для  вѣтвей. 

Мы  остановились  нѣсколько  подробно  на  примѣрѣ  (1), 
ибо  методъ  здѣсь  нами  употребленный — довольно  общаго  ха- 
рактера. 
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Замѣтимъ,  что,  напр.,  уравненіе  (3)  даетъ  для  каждаго 
^  по  двѣ  вѣтви;  равнымъ  образомъ  ур — іе  (4)  тоже  удовле- 
творяется +  1}  и  — ?},  а  потому  нужно  напередъ  условиться, 
пересѣченіе  какихъ  вѣтвей  мы  разсматриваемъ. 

10.  Наконецъ  еще  нѣсколько  замѣчаній  относительно 
нулей  цѣлыхъ  трансцендентныхъ  функцій! 

Иногда  для  распознаванія  и  изученія  нулей  можно  уши 
треблять  непрямой  методъ,  методъ  дифференціальныхъ  урав- 
нены. Сущность  этого  метода  состоитъ  въ  слѣдующемъ:  если 
изученіе  предложенной  функціи — трудно  или  сложно,  то  можно 
попытаться  найти  дифференціальное  уравненіе,  удовлетворя- 
ющееся предложенной  функціей,  и  изучать  свойства  интег- 
рала по  дифферепцгальному  уравненію,  если  послѣдняя  про- 
блема проще  непосредствепнаго  изученія  интеграла. 

Здѣсь  мы  сталкиваемся  съ  новой  проблемой  родственной 
нашей,  а  именно  изученіемъ  асимптотическихъ  рѣшеній  диф- 
ференціальныхъ  уравненій*,  проблема  эта — сложна  и  соста- 
вляем уже  новую  самостоятельную  работу,  примыкающую 
къ  изслѣдовапіямъ  настоящей  работы.  Проблема  эта — еще 
сложнѣй  и  труднѣй;  это — проблема,  рѣшенія  которой  еще  не 
существуетъ,  причемъ  подъ  рѣшеніемъ  ея  мы  понимаемъ  рѣ- 
шеніе  помощью  принциповъ  только  „роста  функцій",  прин- 
циповъ  „сгоіззапсе",  какъ  величинъ,  а  также  помощью  прин- 
циповъ асимптотическаго  счета.  Но  насколько  послѣдній — 
примѣнимъ  въ  теоріи  интегрированія  дифференціальныхъ  ура- 
вненій,  строго  и  категорически  отвѣтить  въ  настоящей  работѣ 
мы  не  беремся.  Замѣтимъ  только,  что  привнесеніемъ  прин- 
циповъ роста  въ  теорію  дифференціальныхъ  уравненій  ста- 
вится масса  новыхъ  задачъ,  напр.:  1°  изученіе  хода  и  аллюра 
каждой  изъ  вѣтвей  интеграла;  2°  классификація  интеграловъ 
въ  зависимости  отъ  природы  особенныхъ  точекъ  ихъ  и  роста 
вѣтвей  интеграла  вблизи  каждой  изъ  нихъ;  3°  законовъ  соот- 
пошенія  между  особенностями  интеграла. 

Вѣроятно  также  со  временемъ,  когда  ростъ  функцій  бу- 
дет ъ  изученъ  глубже,  можно  будетъ  съ  ясностью  отвѣтить  и 
на  такой  интересный  вопросъ:  „Почему  однѣ  функціи  удо- 
влетворяют нѣкоторыя  дифференціальныя  уравненія,  и  по- 
чему другія  какъ  Г(х),  напр.,  не  могутъ  быть  интегралами 
таковыхъ?" 
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Словомъ  въ  будущемъ  будетъ  вѣроятно  построена  стро- 
гая система  соотпошеній  между  ростомъ  функціи  и  ея  про- 
мзводными  различных*  порядковое  такъ  что  теорія  интегри- 
рования дифференціальныхъ  урааненій  будетъ  значительно 
расширена. 

Чтобы  освѣтнть  нѣсколько  общія  соображенія,  возъмемъ 
примѣръ;  напр.,  есть  или  нѣтъ  реальные  корпи  у  уравненія 

{(х)—у=1  +  х8іт=0.  (о).? 

Возьмемъ  нашъ  методъ;  (о)  есть  частный  пптогралъ  диф- 
ферент альнаго  уравненія 

х\/—1хі]  +  (2  +  ж2)?/—  (2  -V  ж2)=0        {оо) . 
Подстановкой 

у=хУ  (х) 
мы  ириведемъ  послѣднее  къ 

X 

Для  х  стремящагося  къ  оо ,  мы  имѣемъ  асимптотически 
У=А18іпх  +  А2Созх  (ох), 

и  слѣд.  нули  реальные  асимптотически  стремятся  къ  нулямъ 
уравненія 

іапдх=—^-. 

Общій  же  иптегралъ  есть  очевидно 

У=і  -ь  А.  8іпх  +  А9Созх. 
х      1  2  ' 

и  мы  видимъ,  что  нули  реальные  (о)  асимптотически  стре- 
мятся (^42=0,  Аг=  +  1)  къ  =Ь/ѵЛ";  тоже  самое  мы  обнару- 
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жимъ  и  геометрически,  вычерчивая  кривыя  У=-  и  У= — #&ма? 

и  опредѣляя  ихъ  точки  пересѣченія.  Нашъ  примѣръ  —  три- 
віаленъ,  но  онъ  иллюстрируетъ  хорошо  мысль. 

А  вотъ,  напр.,  теорема  Кпезег'а,  (Маіп.  Апп.  42),  болѣе 
глубокая: 

„Дано  уравнепіе  уь '  +  у((х)—0 '. 

Если  ((%У>0  для  х  достаточно  большого  и  1гт{\ху>0, 

х=со 

то  всякій  интегралъ  его  непрерывный  вмѣстѣ  съ  своими 
двумя  первыми  производными  есть  осцилляторный,  т.  е. 
уничтожается  для  безчисленнаго  числа  значеній  расту- 
щихъ  х.и 

Пользуясь  этой  теоремой,  можно  иногда  предвидѣть  мно- 
гое. Вотъ  маленькое  подтвержденіе  этой  мысли.  Возьмемъ 
уравненіе  типа  Бесселевскаго,  именно: 

о12у    а1  у 
йх*   йх  * 

Ему  удовлетворяет^  какъ  мы  при  помощи  строки  Тау- 
1ог'а  въ  этомъ  убѣдимся,  рядъ 

-      X       X  .        ѵ  п  X 

Мы  видимъ,  что  у  ^/=0  мы  наблюдаемъ  только  пере- 
мѣны  знаковъ,  а  потому  можно  думать,  что  у=0  обладаетъ 
только  реальными  нулями  (см.  наши  сопоставленія  Е2(х)  и 
ъъ$  3). 

Дѣйствительно,  пользуясь  теоремой  Кпезег'а,  мы  подтвер- 
димъ  еще  сильнѣп  наше  предположеніе. 

Пусть 

і 

у=х    2 .  У, 
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тогда  данное  дифференціальное  уравненіе  становится  равнымъ 
У>  +  ±(1+4х)  7=0, 

и  слѣд.  здѣсь 

Х=  +  СО 

т.  е.  У,  а  слѣд.  и  — интегралъ  осцшляторпый — въсмыслѣ 
Кпезег'а,. 

Мы  не  вдаемся  въ  детали  даннаго  вопроса  и  ограничи- 
ваемся сказанвымъ;  къ  тому  же  вопросъ  поставленный  здѣсь 
нами,  еще  нельзя  считать  разрѣшеннымъ  сполна. 

Этимъ  мы  закончимъ  нашу  І-ю  главу  и  перейдемъ  те- 
перь къ  изученію  произведешь  типа  ЛѴеіег8(га88,а  съ  точки 
зрѣнгя  ихъ  роста. 


Глава  II- я, 


Изученіѳ  законовъ  роста  Функціи,  опредѣлѳн- 
ной  условіемъ: 

X  хРп 

Д^)=е^)Ц(  1-^)  е       +  "  "  +Ѵ»а»п  , 

I 

гдѣ  рп=ф(п)  или  рп=р=еоп&Ь. 

1.  Постановка  проблемы  и  пѣкопгорыя  основныя  понятгя. 
Со  временъ  "ѴѴеіег8Іта88'а  стало  извѣстно,  что,  если  функція 
задана  ея  нулями,  то  за  исключеніемъ  экспоненціальнаго 
фактора  е^Х)  она — опредѣлена,  и 

I 

гдѣ 


Я  Я2  ,  Рпа1П 


*~2а**""*  я?» 


п 


причемъ  рп — вообще  говоря,  есть  функція  индекса  п,  и  слѣд. 
мѣняется  съ  ростомъ  п\  иногда  же  оно — постоянно  равно  р. 
Остановимся  пока  на  послѣдпемъ  случаѣ. 

Какъ  извѣстно,  число  р=рп=со\Ш.  опредѣлено  подъ 
условіемъ 


2 

1 


_1 

а„ 


р 

=  расходящійся  рядъ, 
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но 


р+1 


=  сходящіися  рядт 


Въ  теоріи  роста  функцій  вводятъ  новое  понятіе  экспо* 
нента  (показателя)  сходимости  нулей  (Ѵогйге  гёеі  у  ВогеГя), 
опредѣленное  такъ:  мы  назовемъ  число  р  показателемъ  схо- 
димости нулей  ап,  если  рядъ 


і 

2 

1 


р-е 


=  расходяшдися  рядъ  и 


=  сходящіися  рядъ, 


какъ  бы  е  ни 
было  мало. 


Число  же  р  (постоянное),  фигурирующее  въ  Вейерштрас- 
совскомъ  примъ — факторѣ  Еп(х),  принято  называть  жан- 
ромъ  (депге)  цѣлой  трансцендентной  функціи. 

Уже  изъ  самаго  опредѣленія  понятій  „жанръ"  функціи 
и  „показатель  сходимости  ея  нулей"  вытекаетъ  непосредст- 
венно, что 

и  является  интереснымъ  изучить  соотношенія  между  ростомъ 
модуля  функціи  и  ея  порядком ъ,  показателемъ  сходимости 
ея  нулей  и  ея  жанромъ. 

Сначала  мы  займемся  толъко  каноническими  произведе- 
ніями  Вейерштрасса  типа 


2.  Лемма.  Если  намъ  дано 


иР 


т+т+  •••  +т 

<р(и)=(\—и)е  ,    |  и  |  <р  (1). 


то  ростг  \  <р(и)  |   опредѣленъ  неравенствомъ: 
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|  ф{и)  |  <е  I «  I а,  р<б<р  +  1  (2). 

Эта  лемма  находится  уже  въ  работахъ  ЫпАеЩ'ь  (Асіа 
Зосіеіаііз  8сіепііагиш  Реппісае,  Т.  31)  и  Ргіпд$Ъеіту&  (Маіп. 
Апп.  В.  58).  Мы  ее  докажемъ  чуть-чуть  иначе. 

Пусть 

до(«)=1-ор+1^+1- ар+2иР+2~  ....  -  (2). 

Если  и=1,  то  <р(и)=0,  и  слѣд.  для  коэффиціентовъ  ап 
получаемъ  соотношеніе  вида: 

Постараемся  точнѣй  изучить  коэффиціенты  а%.  Изъ  (1) 
находимъ 

Ъод<р{и)=  г  +  ; —  , 

такъ  что 

9>(и)=1— ар+1иР+1—ар+1иР+2—  . . . .  = 

ир+1  ир+2 


 т"-ь  рг+ 

^н-І    ^  +  2 

....  +(— 1Г-. 


1  I2 


Г 


Изъ  этого  тождества  мы  видимъ  непосредственно,  что 
и  слѣд. 

|9>(я)|<1+  I  Ѵі^+1  I  <1+  \и\Р+1> 
а  это  неравенство,  слѣдуя  ІлпсІеІбРу,  мы  усилимъ,  ибо 
\и\  <1,  если  запишемъ 
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<р(и)  |  <1  4-  |  гь  |  0  <е  I  «  I 


(4)- 


Эта  лемма  сейчасъ  же  приводить  насъ  къ  слѣдующей 
теоремѣ: 


3.  Теорема.  Ростъ  каноническаго  произведенія 


Р»жР 


(1) 


опредѣленъ  неравенство мъ 

\І\г)  |  <е4*  #<(Г<р  +  1 
^,111° 

^сл^  р—порядокъ  сходимости  нулей  ^)—0и 
Въ  самомъ  дѣлѣ  пусть  я  таково,  что 

I  «и-І  I  <  I  *  I  <  I  ат  I  1 

V       а*  / 


тогда 


,  к>:т, 


въ  силу  леммы  (2),  такъ  что 

I  п  ад 


<е' 


\№\<е~  ,  А=2 


а. 
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Постоянная  А~ конечна  въ  силу  того,  что  р — показа- 
тель сходимости  нулей  ({^)—0,  (См.  §  1,  гл.  II). 

Какъ  слѣдствіе  этой  теоремы  можно  дать  такую  (сравни 
ЫпйеЩ',  Ьос.  сіі.). 

4.  Теорема.  Если  имѣемъ  каноническое  произведете 


и  если 


сход,  рядъ,  р>р,  но         +  1 


то 

I  Я^)  I  <бгр+е,  е=безк.  малое  съ  ростомъ  г.и 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  на  основаніи  теоремы  (3)  мы  можемъ 
за  б  вз;іть  р,  а  постоянная  Л=г5  ,  причемъ  г  убываетъ  съ 
ростомъ  г,  т.  е.  теорема — вѣрна. 

Теорему  (4)  можно  еще  такъ  формулировать: 

5.  Теорема.  Каноническое  произведете  Вейерштрасса, 
показатель  сходимости  нулей  котораго  есть  р  (конечное 
число),  порядка  роста  не  выше  т.  е.  оно — функція  во- 
нечнаго  порядка  съ  точки  зрѣнгя  роста  его  модуляи. 

Интересно  доказать  теперь  теорему  обратную  только  что 
данной,  именно: 

6.  Теорема.  Если  намъ  дана  г^ѣлая  трансцендентная 
функцгя  конечнаго  порядка  р,  съ  точки  зрѣнія  ея  роста,  то 
порядокъ  сходимости  ея  нулей  не  выше  р." 

Пусть  данная  функція  Д#)  такова,  что  /\0)=1. 

На  основаніи  асимптотического  закона  (К  (6)  гл.  I) 
непосредственно  имѣемъ: 
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\ап\  оопр, 


сдѣд. 


ОС 


1  р+е 


^  1 


2 


а 


п 


Г)<0 


т.  е.  р  можно  принять  за  показатель  сходимости  нулей. 
Комбинируя  же  теоремы  5  и  6,  мы  можемъ  сказать: 

7.  Теорема.  Порядокъ  роста  модуля  каноническаго  про- 
изведенгя  Вейерштрасса  р  равенъ  показателю  сходимости 
его  пулей. 

8.  Присоединение  экспоненціальнаго  фактора  къ  канони- 
ческому произѳеденію  Вейерштрасса. 

До  сихъ  поръ  мы  занимались  изученіемъ  роста  канони- 
ческаго  произведенія.  Посмотримъ,  что  будетъ  съ  ростомъ, 
если  мы  присоединимъ  къ  нему  фактора  еЧЯ,  предполагая, 
что  данное  намъ  каноническое  произведете  вонечнаго  порядка 
и  что  #(#) — полиномъ  т — ой  степени. 

Пусть  данное  каноническое  произведете  вида 


Д,)=Ц(і_^)е«»  +  2^  + •••%«/•  (1) 


Мы  уже  доказали  выше  (§  4,  гл.  II): 


|Я0  |  <ле 


Отсюда  присоединеніе  фактора  е^Х)  даетъ  намъ: 


той.  тах.  е*{Х)  .{(г)  <е 


т.  е.  можно  утверждать: 


5 
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„Отъ  присоединенгя  экспоненціалъжго  фактора  къ  ка- 
ноническому произведенію  Вейерштрасса  дѣло  обстоишь  при 
т  <ір  такъ,  какъ  если  бы  показательнаго  фактора  вовсе  не 
существовало,  и  наоборотъ  при  т  <  о  дѣло  обстоитъ  такъ, 
какъ  если  бы  вовсе  не  существовало  каноническаго  произведе- 
на съ  точки  зрѣнія  роста  модуля  полученнаго  произведет^. 

Но  мы  видимъ,  что  дѣло  необыкновенно  усложняется, 
если  мы  обратимъ  вниманіе  на  нули  функціи 

Ф(г)  =  еМ*К/(г). 

Больше  даже:  мы  видимъ,  что  асимптотичеекге  зако- 
ны, установленные  нами,  должны  допускать  исключенія.  Въ 
сущности  все  это  и  наблюдается  въ  дѣйствительности,  и  по- 
тому является  необходимымъ  глубже  обосновать  наши  законы 
(В,  §  4,  I),  (I*7,  §  5,  I)  и  (К,  §  6,  I),  а  также  изучить  и 
самую  возможность  отступленій  отъ  нихъ. 

Ради  соображеній,  сущность  коихъ  читателю  выяснится 
позже,  мы  остановимся  несколько  на  изученіи  произведет! 
Вейерштрасса  нулевого  жанра. 

9.  Общая  основная  теорема  о  функцгяхъ  нулевого  жан- 
ра, порядокъ  нулей  коихъ  больше  единигщ. 

Въ  виду  того,  что  изученіе  функцій  нулевого  жанра  съ 
нулями,  показатель  сходимости  коихъ  меньше  1,  а  слѣд.  по- 
рядокъ роста  коихъ  больше  единицы  (См.  законъ  (6,  I  (К)) 
и  (§  1,  II)),  даетъ  возможность  открыть  довольно  обгціе  за- 
коны; мы  начнемъ  изученіе  это  съ  одной  общей  теоремы. 

Пусть  намъ  дана  такая  функція 

со 

т=  ІІ(і^>?>і  а) 

і 

Постараемся  опредѣлить  не  только  асимптотическую  форму- 
лу для  |  Д#)  |  =  той.  шах  =$Я(/(г)),  но  асимптотическое 
выраженіе  для  самой  функціи. 

Замѣтимъ,  что  проблема  эта  нами  рѣшепа  независимо 
отъ  ВогеУя,  дающаго  такое  же  почти  рѣшеніе  ея,  какъ  и 


—  67  — 


наше,  въ  своей  книгѣ  „Ъесопз  зиг  1е  іііёогіе  <1е  1а  сгоіз- 
запсе.  Рагіз  1910й,  р.  107.  Читатель  увидитъ,  что  мы  даемъ 
гораздо  больше  выводовъ  отъ  полученнаго  нами  результата 
сравнительно  съ  ВогеГемъ.  Нашъ  методъ — почти  схожъ  съ 
таковымъ  же  у  ВогеГя.  Рекомендуемъ  читателю  сравнить 
тотъ  и  другой. 

У  Бореля  эта  проблема — частный  примѣръ;  у  насъ  это 
— источникъ  многихъ  выводовъ,  нелишенныхъ  интереса. 

Обратимся  однако  къ  нашей  проблемѣ;  прежде  всего 
обратимъ  вниманіе  читателя  на  одинъ  общій  методъ  весьма 
естественный,  помощью  котораго  можно  иногда  получить  асимп- 
тотическое выраженіе  для  функціи  (1).  Методъ  этотъ — 
очень  натураленъ:  беремъ 

і*9П*)  =  22»^д(і+-*г)  (2) 

и  примѣняемъ  ко  (2)  извѣстную  формулу  суммировангя 
ЕиІеѵ'а  (См.  Тихомандрицкій  „Теорія  конечныхъ  разностей", 
р.  176),  тогда  вайдемъ: 

Ъод({х)  =^п  Іюд(і  = 


хсо-р) 


+  Ііт  е  (х)  =  0, 

Иными  словами  асимптотически  имѣемъ: 

оо 

ІюдЯх)=  \-Ъод{1  +х)  +  |хо#(і  +  (3) 


Займемся  пока  только  интеграломъ  неопредѣленнымъ 

6* 
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Далѣе 
Им 

0)  =  >э 


сэХо#(1+#ю~Р) 


І+ХСО^ 


I  І  . 


ірхсо  9  г.со2\        7.  |   со  \ 
=1гт{±  —\=рх  Ігпгі  1=  О, 


а  потому 


оо 

Ъод{(х)=  ^Іод(1  +  х)+-^р  — — 2^(1  +  ж)  +     — — = 


1  ѵ  ч        9х  С  йсо 

2  ^ѵ      у    12(1  +  #)    ~  ^р  +  я 


(4) 


Займемся  интеграломъ 


СІСО 


Х  +  СОР 


(4') 


Пусть  сор  =  г,  тогда 


йсо       1  Стр  Лт 


с  асо  _  іг 

)с09  +  Х~~  (}) 


х  +  т 


Пусть  далѣе  т=хТ,  тогда 
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1        т  1        т        1  т 

ОО   — I  оо     — —  I     — — I   

1  ГУр     <Лт  _1  Г  х?     ТР  хоІТ 

р)    т  +  х    — рЗ_і       х(1  +  Т) 
і 


т.  е. 


X 


I 

—  I    оо     — — т 


Г  йсо    _х?  Г  Тр_ 


+  Т 


Теперь  извѣстно,  что 


і 


1+Т        0.  п 

8т  — 

9 


а  потому  формула  (4)  становится  при  |  х  |  достаточно  боль- 
шомъ  асимптотически  равной 


і  л 


К  х-8іп 


}/і  +  х 
или  же  иначе 


і 

л  — 
X  Р 


л 

г,  *       К         е  (5), 
ух 

гдѣ  .ЙГ — нѣкоторая  постоянная  величина,  которую  мы  опре- 
дѣлимъ  такт»:  вѣдь  формулой  (5)  асимптотически  выражают- 
ся всѣ  функціи  указаннаго  типа  (1)  независимо  отъ  нѣкото- 
раго  опредѣленнаго  р;  поэтому  возьмемъ  за  (1)  такую  функ- 
дію,  у  которой  р=2,  именно 
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Вгптух  е  у  —е  ѵ  /лч 
— —  —         .  (6) 

ягух  2тгух 


Изъ  сопоставленія  и  отождествіенія  формулы  (6)  съ  асимп^ 
тотической  ея,  образованной  по  форму лѣ  (5)  при  о =2,  мы 

непосредственно  замѣчаемъ,  что  К=(2тг)  2 ,  такъ  что  вмѣ- 
сто  (5)  будемъ  писать  всегда  и  вообще  *): 


і 

я  Т 
—  X? 


_1_     _І_  8т- 
Г(х)=(2я)    2.  х    2  .  е     9       ,  е>1  (7) 


Формула  (7)  помимо  ея  интереса,  какъ  точной  асимп- 
тотической формулы  для  произведеній  типа  (1),  для  насъ  въ 
высшей  степени  интересна,  и  мы  сдѣлаемъ  сейчасъ  массу 
любопытныхъ  выводовъ.  Прежде  всего  изъ  формулы  (7)  мы 
получаемъ  двѣ  частныхъ  тоже  интересныхъ,  именно  формулу 
для  модуля   |  /(х)  |   и  аргумента  Д#),  т.  е. 


Ъод\{х)\=-^—  грСо8%-  (1+фО),   Нте(г)  =  0  (8) 

8іп-  9 
9 

или  же 

і 
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-  гЮо»(^)  (1  +  «(г)) 


8гп- 

\№\  =  е     ?  (8'); 


и  также 


*)  Попятно,  записывая  знаменатель  какъ  у  вообще,  мы  нуж- 

_Р_ 

даемся  еще  въ  провѣркѣ  того,  что  факторъ  (2гс)а  въ  знаменателѣ  фигури- 
руем дѣйствительно  всеіда;  но  мы  не  останавливаемся  па  этомъ.  Мы  заим- 
ствуемъ  втотъ  факторъ  у  ЫпсІеІоГа. 
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Вт-  Р  2 

или  же  точная  формула  для   |  Дж)  |   въ  такой  формѣ: 


І-  __і  Віп- 
2  ..  г    „  е 


\/(х)\  =  (2п)   \г   <  .  е     *  (8"). 


Формула  (8'") — особенно  интересна  и  важна;  она  приве- 
детъ  насъ  къ  очень  интересному  выводу:  именно  пусть  р>2, 
и  слѣд.  нули  функцій  (1)  являются  порядка  роста  меныпаго 

—  (См.  законъ  (К,  6,  I);;  еслиуголъ  (р  измѣняется  отъ  — тг 

до  +яг,  т.  е. 

—  Я"       (р  7Т, 

то  уголъ       въ  формулѣ  (8Г/)  опредѣленъ  условіемъ 

р   р  р 

и  какъ  по  предположенію 

1  1 

е>2,  »-<д-, 

такъ  что  Соз  —  въ  форму лѣ  (8"')  всегда  >0,  и  слѣд.  \/(х)  | 

всегда  возрастаешь  за  исключеніемъ  точекъ  смежныхъ  съ 
нулями,  т.  е.  мы  имѣемъ  такую  интересную  общую  теорему: 

10.  Теорема.  „Модуль  функціи 

со 

я*)=ІІ(і+^-),  е>*, 

і 
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пули  которой  порядка  роста  большаго  2  (Законъ  К,  6,  I 
или  теор.  7,  II)  на  всей  плоскости  комплекснаго  перемѣнна- 
го  всегда  возрастаетъ  съ  ростомь  модуля   \  г  \  I 

Нетрудно  видѣть,  что  теорему  10  можно  сейчасъ  же 
обобщить,  именно: 

П.  Теорема:  „Модуль  тахгтит  функціи 

я*)=Й(1+і), 

і  , 
пули  которой  удовлетворяютъ  условгю 

I  а»  I  =«р  э  Р  >  2 

всегда  возрастаетъ. 

Эту  теорему  можно  формулировать  еще  болѣе  интерес- 
но, именно: 

12.  Теорема.  пФунщія  (См.  формулу  (8Г")  въ  §  1°),  пу- 
левого порядка  съ  порядкомъ  роста  ниже  і- ,   не  можетъ 

обладать  ни  одниіиъ  лучеіиъ  на  плоскости  комплекснаго  пере- 
мѣннаго  ея  аргумента  (независимаго  перемѣннаго),  вдоль 
вотораго  ея  модуль  все  время  убывалъ  бы  или  оставался  бы 
ниже  опредѣленной  величины  Си. 

Свойство  функдій  только-что  опредѣленнаго  характера 
нулевого  порядка  на  самомъ  дѣлѣ — курьезно  и  вовсе  не  оче- 
видно сразу.  Мы  дадимъ  теоремѣ  12  еще  другое  доказатель- 
ство методомъ  похожимъ  на  методъ  {ТЬтадтеп\  „Асіа  Маіп. 
28  й8иг  ипе  ех!еп8Іоп  (Тип  іііёогете  сіаззідие...").  Допу- 
стимъ,  что  функція  Д#)  съ  только  что  описанными  качества- 
ми вопреки  истинѣ  удовлетворяетъ  слѣдующему  условію:  пусть 
на  плоскости  комплекснаго  перемѣннаго  есть  такой  лучъ, 
вдоль  коего  всегда, 


вдоль  же  другихъ  лучей  согласно  предположению  должно  быть 

|/И|<еИ.  (2) 

Докажешь,  что  это  возможно  лишь  при  /'(х)  =  соп8і. 
Дѣйств.,  пусть  этотъ  лучъ  съ  условіемъ  (1) — ось  реальныхъ 
значеній  х.  Возьыемъ  интегралъ  вдоль  реальной  оси 

оо 

Г 

^  е~а{(ах)йа  . 
о 

Интегралъ  этотъ  —  дѣлая  трансцендентная  функція  отъ 
х,  причемъ  очевидно 


^е~а/(ах)3а  |  <  ^  е~а  \  /(ах)  \  сЫ  , 


но  въ  силу  условія  (2)  и  предположен^  отностительно  Дж) 


|  Цах)  |  с  е  1  ах°  \  б<\ 


а  потому 


<-/Э  ОС  оо 

о  о  о 

и  мы  видимъ,  что 

оо 

Ф(х)—^  е~аЦах)  сіа 
о 

удовлетворяем  условіямъ: 
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|  Ф(х)  |  <С  С  вдоль  оси  реалъныхъ  х 
|  Ф(х)  |  <  1  вдоль  другихъ  лучей, 


слѣд. 


Ф(ж)  =  сопві;.,  а  также  и  Дж)  =  соп8І. 

Такимъ  образомъ  теорему  12  можно  считать  доказанной. 

Другую  редакцію  теоремы  12  можно  задать  въ  слѣдую- 
щей  формѣ: 

13.  Теорема.  „Функція 


обладающая  нулями  порядка  большаго  2,  имѣетъ  то  свой- 
ство, что  ея  модуль  всюду  возрастаетъ,  и  слѣд.  неравенство 


имѣетъ  мѣсто  вдоль  перифергй  круговъ,  которыхъ  мы  най- 
демъ  сколь  угодно  много  на  плоскости  перемѣннаго  5". 

Изъ  формулы  (8'")  §  9  мы  выводимъ  между  прочнмъ 


14.  Лепима.  Если  намъ  дана  функція  порядка  роста 
<Г  ~,  то  существуетг  безчисленное  можество  круговъ,  вдоль 


гдѣ  Ту — соотвѣтственно  подобранная  безконечно  малая  вели- 
чина, стремящаяся  къ  0  съ  ростомъ  г.и 

Эта  теорема  есть  теорема  о  тіпгтгигіѣ  для  функцій 


I  I  ^  67=С0П8І. 


слѣдующую  важную  лемму: 


1 

порядка  роста  ниже  — . 


-  75  — 


Справедливость  ея  вытекает ь  непосредственно  изъ  фор- 
мулы 

-А-  Соз^ 

Д*)=(2я-)    *.г  Л«. 

Эта  теорема  аналогичная  теоремѣ  НаЯатаг&а  о  ті- 
пітипСѢ  модуля  цѣлой  функціи,  но  болѣе  строгая,  ибо  по 
НасІатагоѴу 

— г  р 

той.  I  Дя)  і  >  е       ,  (о— конечное  число), 

приведетъ  насъ  къ  выводу  самой  теоремы  НасІатагоѴа.  (Рго- 
ргіеіёз  сіез  Іопсііопз  епііёгез,  <Іоигп.  сіе  МаІЪ.  1893,  р.  208). 

Путь,  которымъ  мы  докажемъ  эту  теорему  и  обобщимъ, 
похожъ  на  Хшс?в/оДовскій  (Кепоіісопіі  сіеі  Сігсоіо  Маѣ.  <іі 
Раіегто,  1908,  р.  231). 

15.  Выводъ  теоремы  Найатаг^а  и  ея  у  совершенство- 

ваніе. 

Пусть  дана  функція  Д#)  конечнаго  порядка  р.  Возьмемъ 
цѣлое  число  к  такое,  чтобы 

І"Ф  « 

Далѣе  по  предположенію  относительно  Дг): 

\№  (2) 


Беремъ  теперь  примитивный  корень  со  =*=  1  такой,  чтобы 

со*=  1 

и  составляемъ  новую  функцію 


Ф(х)  = Да?)  .[{сох)  До*- V).  (3) 
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Функція  Ф(х)  будетъ  очевидно  уже  порядка  ^  ~-  ^ 

относительно  своихъ  нулей  (т.  е.  роста  ихъ);  иными  словами 
тг-ый  нуль  Ф(х)=0  относительно  перемѣннаго  хн  асимптоти- 

к 

чески  есть  п9  (См.  Законъ  6,  I  (X)),  и  слѣд.  функція  Ф{х) 
есть  порядка  |-  относительно  аг,  такъ  что  въ  силу  леммы 
14  имѣемъ: 


|  ф{х)  |  =  |  /\х)Дсох) . .  .Гісо^х)  |  >  е  г 


т.  е. 


р-е 


тосі.  |  Г(х)  |  >  ег     .  |  Доя)  •  •  -ПР*"1*)  I  , 
или  на  основаніи  (2): 


и  слѣд.  а  іогііогі 


|  (№  \>е-*=Гг  (4) 


№  !  >е-/+6,  (5) 


а  это  и  есть  теорема  о  тіпітишіѣ  модуля  НаоІатагоѴа.  Не- 
равенство же  (4)  —  подобно  ЪіпсІеІбТвскому,  но  менѣе  силь- 
ное (См.  ЫпйеЩ,  Іос.  сіі.). 

Т.  о.  окончательно  мы  имѣемъ  слѣдующую  тзорему  о 
тіпітит'ѣ  модуля  функціи: 

(А).  Если  мы  имѣемъ  функцгю  конечнаго  порядка 
то  существуютъ  неравенства 

а$~*  'Р+е  1 

ег     <тоа1.  |  {Щ  |  <  с" 

р+е  р-Не 

е~г     <         |  <  ег     ,  р>1. 

Теорема  (-4,  15)  въ  той  формѣ,  въ  какой  мы  ее  только 
что  формулировали,  является  чрезвычайно  важной  и— съ  пер- 
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ваго  взгляда  это  ве  видно — затрогиваетъ  очень  интимный  свой- 
ства функцій,  характерный  для  нихъ.  Обнаружимъ  это!  Но 
предварительно  докажшъ  теорему  Ргсага^а  для  функцій  ко- 
нечнаго порядка. 

16.  Теорема  РісапГа  (для  функцій  конечнаго  порядка). 

пЕсли  намъ  дана  функцій,  <р(х)  конечнаго  порядка  и 
цѣлаго  @  (пусть  она  будетъ  задана  намъ  рлдомъ)  и  пусть 
у  нея  вовсе  нѣтъ  нулей  или  же  они  существуютъ  въ  ко- 
нечномъ  числѣ,  тогда  функцгя 

<р(х)  +  , 

гдѣ  %(х) — полиномъ,  уже  должна  обладать  нулями  и  въ  без- 
нонечноіиъ  числѣа. 

Пусть  <р (х)  обладаетъ  конечнымъ  числомъ  нулей,  тогда 

Ф)  =  9о(*>)  •  её{Х)  •  (!)■ 

Мы  предполагаемъ  пока  р  цѣлымъ\  д0(х) — конечный  по- 
линомъ.  Пусть  тѣмъ  же  свойствомъ  обладаетъ  ср(х)  ч-  %(х)\ 
тогда 

<р{х)  +  ^х)  =  у0{х).ег(»\  (2) 

Степени  полиномовъ  у(х)  и  д(х)  —  одинаковы.  Изъ  (2) 
находимъ  при  помощи  (1): 

д0(х) .  е№  +  Щ  =  у0(х) .  ег  К  (2'). 

Далѣе  употребимъ  методъ  ВогеѴя.  (С.  К.  Ас.  8с.  Рагіз, 
122  р.  1045 — 1048),  именно,  дифференцируя  уравненіе 

т      т    -  ' 

находимъ: 
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д\{х).$(х)  —  ?(х) .  <і„(х)     д0(х) .  д'(х)  1 


у'0(х).^х)  —  ^'(х).у0(х)  у0(х).у'(х)) 


еП*>  =  о 


или  же 


(3) 


если 


^іО)  =  д\{х) .  %(х)  —  $(х) .  д,{х)  +  д0(х) .  д\х) .  %(х)  = 


что  невозможно.  Мы  пришли  къ  противорѣчію,  исходя  изъ 
ложнаго  предположенія. 

Изъ  этой  теоремы  мы  выводимъ  рядъ  простыхъ  слѣд- 
ствій,  являющихся  по  существу  только  другой  редакціей,  дру- 
гой формулировкой  теоремы  (16). 

Все  это — не  ново,  и  читатель  найдетъ  и  теорему  16,  и 
слѣдствія,  которыя  мы  сейчасъ  приведемъ,  напр.,  въ  книгѣ 
Ѵіѵапіі-Оиіятег  „Еішіеиіі^е  апаіуіізспе  Гипкііопеп",  у  Во- 
геѴя  „Ьёсопз  зиг  Іез  іопсііопз  епііёгев". 

Мы  даемъ  сейчасъ  здѣсь  только  нѣсколько  упрощенный 
ходъ  разсужденій,  и  иначе  освѣтимъ  самую  теорему  РісапГа. 

Слѣдствія  теоремы  16—  слѣдующія: 


и  слѣд.,  какъ  видно  изъ  (3),  должно  быть 


д(х)  =  у  (ж) ,    О,  (х)  =  О,  (х) , 


но  тогда  изъ  (2') 


9<№)  —  /,,0*0  _ 
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1°  Если  цѣлая  функція  90 (ж)  не  имѣетъ  нулей,  то 

д)(х)  +  а  =  0,    а  =  соп8І. 

ихъ  будетъ  имѣть  и  притомъ  безчислениое  множество.  Между 
прочимъ  по  этой  послѣдней  теоремѣ  слѣдуетъ  слѣдующій 
курьезный  фактъ:  иногда  въ  рядѣ,  нредставляющемъ  цѣлую 
трансцендентную  функцію,  достаточно  измѣнить  одинъ  толь- 
ко членъ,  чтобы  рядъ  пересталъ  имѣть  нули,  имѣя  ихъ  преж- 
де, или  наоборотъ  —  сталъ  бы  ихъ  имѣть  безконечно  много, 
не  имѣя  прежде  ни  одного. 

2°.  Если  а — значепіе  исключительное  въ  смыслѣ  ІісагсГв, 
(Аппаіез  <1е  ГЕсоІе  ЕГогтаІе,  1880,  2  8ёгіе,  Т.  9),  то 

(ф(х)  —         —  а)  =  0 

обладаетъ  безчисленнымъ  множествомъ  нулей  при  произволь- 
номъ  Ь,  т.  е.  другою  исключительнаго  Ь  болѣе  уже  не  сущест- 
вуешь. 

Это— обычная  и  чаще  всего  встрѣчающаяся  формулиров- 
ка знаменитой  теоремы  РісагоѴа. 

3°.  Если  а — исключительное  значеніе,  то 

(9о(ж)  —  а)— (д(х)  —  а)  =  0 

обладаетъ  безконечнымъ  числомъ  нулей. 

Въ  теоремѣ  16  мы  предполагали  р — цѣлымъ  числомъ; 
случай  р  дробнаго  въ  виду  его  интереса  по  связи  съ  теоре- 
мами (15,  (А),  гл.  II)  мы  разсмотримъ  особо:  мы  сдѣлаемъ 
рядъ  интереепыхъ  замѣчаній  по  этому  поводу. 

Сейчасъ  же  мы  дадимъ  обобщеніе  теоремы  РісагЯа  16 
и  ея  слѣдствій  (Ср.  Вогеі.  Ьёсопз  зиг  Іез  Гопсііош  епііёгез, 
р.  94),  именно  докажемъ  такую  теорему: 

17.  Теорема.  (Обобщенная).  Пусть  намъ  дана  цѣлая 
функцгя  конечнаго  порядка  <р(х);  возьмемъ  сумму  ея  и  %(х), 
причем*  ростъ  *{х)  ниже  роста  <р(%)\  кромѣ  того  пусть 
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<р(х)  =  е&х) ,  гдѣ  д(х)  —  полиномь  степени  р\  тогда  мы 
утверждаешь,  что 

Ф(х)  =  е^х)  +  *(х)  (1) 


обладаешь  бѳзконечныіиъ  числомь  нулей;  кромѣ  того  мы  ут- 
верждаем^ что  рядъ 


со 

2  4 


(2) 


если  ап-—п-ый  нуль  Ф(х)  =  0,  обладаешь  тѣмь  свойствомъ, 
что,  вообще  говор  я , 


—      —расход,  рядь,  ^ 


1 

а. 


=сход.  рядь. 


иными  словами  ^—показатель  сходимости  нулей,  и  лить  въ 
одноіиъ  единствен ноіѵіъ  случаѣ,  иногда  показатель  сходимости 
нулей  ап  ниже  ри. 

Эта  теорема  —  интересна  въ  томъ  отяошеніи,  что  она 
сразу  оттѣняетъ  два  характерныхъ  свойства  теоремы  РісагсГа 
въ  отношеніи  къ  функціямъ  конечнаго  порядка:  1°  ея  вну- 
треннюю связь  съ  распредѣленіемь  или  частотой  нулей  функ- 
діи,  а  также  2°  ея  связь  съ  числомь  нулей.  По  поводу  по- 
слѣдняго  обстоятельства  мы  дадимъ  нѣсколько  общихъ  замѣ- 
чаній:  на  это  обстоятельство  мало  обращается  вниманія. 

Обратимся  къ  доказательству  теоремы! 

Допустимъ  сначала,  что  функція  е${х)-\-%(х)  не  имѣетъ 
нулей  или  имѣетъ  ихъ  конечное  число,  тогда 

Ф(х)=е^  +  %(х)=ег{{хК  б(х) ,  (3) 


гдѣ  б(х)  =  СОП8І.  или  же  полиномъ;  пусть  б(х)  —  полиномъ. 
Докажемъ,  что  у  Ф(ж)=0 — безконечно  много  корней.  Дѣйств., 
изъ  (3)  имѣемъ: 
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е?(*)-г(*>  _  _  ^х) .  е~*<*>  +  б(х),  (3') 
и  слѣд.  дифференцированіе  даетъ 

откуда  при  помощи  (3') 

(д'(х)  -  /'(*))  (  б{х)  -  %(х) .  е~**>  )  = 

=  е-ѵ(")  {  у\х) .  ?(#)  —  %'{х)  }  +  (7'(ж)-  (5) 

Выберемъ  теперь  на  плоскости  комплекснаго  перемѣн- 
наго  такую  область,  гдѣ  бы 

|  е№  |   и   |  е^>  | 

при   |  х  |  стремящемся  къ  со,  росли  безгранично,  тогда 

Ііт  |  еггс»)  |  ==  о,    Ііт  \  е~№  |  =0 , 

и  мы  видимъ,  что  при   |  х  |   достаточно  большомъ 
^д'{х)  —  у\х)^0{х)ѵ>(7{х) 

или  же 

9'(х)  —  /(х)іл  |  ж  |   близко  къ  со.    (6)  *) 

Но  б(х) — полиномъ,  слѣд.  д\х)  и  у'(х)  или  тожествен- 
ны, или  же  по  крайней  мѣрѣ  ихъ  члены  при  хР — одинаковы; 
но  и  въ  томъ,  и  другомъ  случаѣ  равенство  (3)— невозможно 
съ  точки  зрѣнія  роста  функцій. 

Перейдемъ  теперь  ко  второй  части  теоремы:  пусть  рядъ 
(2) — сходящМся,  такъ  что 


')  Асимпмотически  при  |  х  |  стремящемся  къ  ос 
д1  (х)~  ч9 (х)  оОО, 


6 
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ед(Х)  +  7>іО*0  =  ег^°\б1{х\  (7) 

гдѣ  <рх(х)  и  бг(х) — функціи  порядка  ниже  р-то\  у, (х) — по- 
линомъ  ^з-ой  степени. 

Допустимъ,  что  можно  образовать  еще  одно  уравненіе 

типа 

ед(х)  +  ф2(х)  =  егз(*).<у2(#)  (8), 

въ  которомъ  также  ср2(х)  и  б"2(^) — функціи  порядка  ниже 
р-то\  у2{х) — также  полиномъ  р-ой  степени. 

Изъ  (7)  и  (8)  находимъ: 

<Ріі*)-9ш&)  =  ^і^И-еГ.с*).  (7') 

или  же 

[<рх(х)-<р2{х)\  €ГЪ&=*  еУ^)-4*К  бх{х)-б2(х). 

Это  тожество — справедливо  всегда  и  для  всякихъ  значе- 
ній  х.  Выберемъ  такую  область  комплекснаго  перемѣннаго, 
чтобы  [  е~У*(х)  |  при  |  х  |  стремящемся  къ  оо  стремилось 
къ  нулю,  тогда  мы  получимъ  дія  этой  области  слѣдующее 
асимптотическое  равенство: 

ег^-г^Щхусоб^х),  (9) 

что  возможно  или  лишь  1°  при  ух(х)  =  у2(х),  но  тогда 
бх(х)  =  б2(х),  или  же  2°  по  крайней  мѣрѣ  коэффидіенты 
ух(х)  и  у2{х)  при  нѣсколькихъ  первыхъ  степеняхъ  ряда  хр, 

хР"1,  хр~и,         должны  быть  одинаковы;  но  и  въ  томъ,  и 

другомъ  случаѣ  существованіе  какъ  (7),  такъ  и  (8) — противорѣ- 
чиво:  напр.,  изъ  (7)  и  (8)  мы  находимъ  тогда 

_  .у  {х)-х  {Х)  бг{х) 
еУ(х)  +  <р2(х)  ~~  2    б2(х)  ' 

а  при  помощи  (9)  для  вышеупомянутой  нами  области  комп- 
лекснаго перемѣннаго  х  мы  имѣемъ  слѣдующее  асимптоти- 
ческое равенство 
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еФ)  +  90,  (х)—е№)  +  ф2  (х), 

т.  е. 

но  тогда  для  той  же  области  въсилу  (7)  и  (8)  должно  быть 

/і(#)=/2(я), 

и  слѣд.  всегда 

7і(я)=у2(я)  (10), 
и  для  вышеупомянутой  области  (х) 

бх{х)^б2{х). 

Въ  силу  же  (10)  строгое  равенство  (7'),  справедливое 
для  всей  плоскости  комплексна™  перемѣннаго, — противорѣ- 
чиво  съ  точки  зрѣніи  роста  функцій:  функція  е"?і(х)=ег*(х) — 
порядка^,  аО^я),  б2(х),  <рх{х)  и  д)2{х)  ниже  р—ѵо  порядка. 

Т.  о.  равенство  (7') — возможно,  если  всегда 

^і(я)=9*2(я) 
бг(х)=(?2(х), 

в  слѣд.  теорема — доказана. 

Теорема  Рісаг&а, — въ  высшей  степени  интересна:  мы 
видимъ,  что  она  устанавливаетъ  слѣдующій  общій  принципъ 
въ  теоріи  функцій,  который  вѣроятно  въ  недалекомъ  буду- 
щемъ  будетъ  освѣщенъ,  это  —  принципъ  перманентности 
нѣкоторыхъ  свойствъ  роста  функціи,  комбинируемой  при 
помощи  четырехъ  основныхъ  аігебрическихъ  операцій  съ 
другими  функціями  болѣе  низшаго  роста,  чѣмъ  одна  изъ 
нихъ,  причемъ  типическія  свойства  роста  результата  ком- 
бинировала функціи  наиболѣе  быстраго  роста  съ  функціями 
менѣе  быстраго  роста  обусловлены  ростомъ  и  его  характе- 
ромъ  у  функціи  наиболѣе  быстро  растущей  среди  комбини- 
руемых^ 


6* 
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Теорема  РісагоѴъ,  въ  отношевіи  этого  принципа  перма- 
нентности свойствъ  роста  фушцги  играетъ  скорѣе  отри- 
цательную роль,  ибо  она  даетъ  отвѣтъ  на  вопросъ:  насколько 
велики  уклоненія  отъ  этого  принципа  и  возможны-ли  эти 
уклоненія? 

Какія  же,  собственно  говоря,  мы  знаемъ  свойства,  обус- 
ловленныя  ростомъ  данной  функціи  и  теряемыя  ею,  лишь 
если  мы  будемъ  комбинировать  её  съ  функціими  болѣе  силь- 
наго  роста  при  помощи  4-хъ  основныхъ  алгебрическихъ  опе- 
рацій?  Очевидно  это  суть  ростъ  модуля  самой  функціи,  ростъ 
ея  нулей  и  ростъ  коэффиціентовъ  ряда,  её  выражающаго, 
теорема  же  Рісага'а  какъ  разъ  даетъ  отвѣтъ  на  вопросъ, 
возможны-ли  отступлевія  отъ  принципа  сохраненія  свойствъ 
роста  и  сколь  они  часты. 

Въ  связи  съ  этими  общими  соображеніями  о  теоремѣ 
РісаічГа  мы  сдѣлаемъ  сейчасъ  одно  маленькое  добавленіе  къ 
послѣдней. 

18.  Теорема  РісагоѴъ  и  число  корней  уравненія 

ф&-ш=ш  (і) 

Теорема  РісаічГа  обыкновенно  выражается  такъ  въ  отно- 
шеніи  къ  числу  корней  уравненія: 

„Если  дана  функція  Ф{8)+цѣлая  трансцендентная 
конечнаго  цѣлаго  порядка,  и  нѣкоторая  другая  тоже  цѣлая 
дг(2),  но  роста  менѣе  быстраго,  то  функція  ^(з)  единствен- 
ная, обладающая  конѳчнымъ  числомъ  корней  или  вовсе  ихъ 
не  имѣющая. 

Замѣтимъ,  что  теорема  только  что  формулированная — 
общѣе  теоремы  16,  но  мы  принимаемъ  её  безъ  доказательствъ: 
оно — подобно  предыдущему. 

Мы  дадимъ  сейчасъ  теорему  нѣсколько  обобщающую 
только  что  упомянутую.  Вотъ  она: 

(Л).  „  Пусть  намъ  дана  цѣлая  трансцендентная  функ- 
ція  Ф(з)  какого-угодно  порядка  роста  ея  модуля  и  пусть 
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9\(я) — другая  менѣе  быстраго роста,  чѣшъ  предыдущая  Ф(з)\ 
пусть  далѣе  мы  образуешь  функцгю 

обладающую  тѣмь  свойствомъ,  что  число  ея  нулей  обуслов- 
лено ростомъ  не  функціи  анѣкоторой  другой  ростомъ 
ниже,  нежели  Ф(я)\  мы  утверждаешь,  что  другой  такой 
^2(#),  т.  е.  другой  д2(г)  подобной  дх(г),  не  существуете 

Читатель  пойметъ  уже  изъ  редакціи  теоремы  {А),  въ 
чемъ  заключается  обобщеніе  вышеприведенной — теоремы  и 
существующихъ  въ  этомъ  родѣ. 

При  г=  |  х  \  достаточно  болыпомъ  асимптотически, 
какъ  это  видно  изъ  формулы  Саиску  для  числа  корней  данной 
функціи  внутри  круга  радіуса=г,  число  корней  данной 
функціи  не  выше  Іо^  той.  тах.  |  Ф(я)  |  и  должно  колебать- 
ся около  этого  числа;  означимъ  это  число  черезъ  ІѴ0. 

Эмпирически,  напр.,  мы  въ  этомъ  убѣждаемся  сейчасъ 
же  на  примѣрѣ  хоть  функцін  ех — а,  число  корней  которой 
по  модулю  не  превышающихъ  г  не  выше  г  (См.  напр.,  гла- 
ву I);  но,  быть  можетъ,  отнимая  отъ  ех — а,  полиномъ  д(я) 
или  какую-нибудь  сопзіапРу,  мы  не  получимъ  этого  предѣла 
для  числа  корней  равнаго  г,  ибо  число  это  будетъ  значитель- 
но меньше  или  же  даже  нуль  (послѣднее  случится,  если  д{2)= 
— а.  Спрашивается,  возможны-ли  такія  пониженія  числа 
вообще  при  существованіи  какихъ-угодно  полиномовъ  дх{з) 
или  же  функціи  ростомъ  ниже  роста  |  Ф(я)  \  ,  или  же  число 
такихъ  полиномовъ  д^я)  или  же  вообще  функцій  дх(г)  рас- 
тущихъ  менѣе  быстро,  чѣмъ  Ф(г),  ограничено? 

Покажемъ,  что,  вообще  говоря,  при  варіированіи  дг(я)  въ  (1) 

ЩіЛІ'ЛЬод  |  Ф(г)  | 
или — что  тоже  асимптотически  вѣрно — 


№*ЬодШ(Ф(г)), 


(1') 
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и  лишь  въ  одномъ  единственном*  случаѣ  функціи  дх{г)  мы 
имѣемъ  (для  г  очень  болыпихъ,  конечно) 

(Г)  К<ЬодШ(Ф(г)=Ж0. 

Число  N  изъ  (1),  вообще  говоря,  определяется  формулой 


и  если 


то  вообще 


гдѣ  Кг — контуръ  круга  радіуса=г,  и  корни  слѣд.  по  абсо- 
лютной величинѣ  меньше  г. 

Но  можетъ  быть,  можетъ  случиться,  что  число  корней  (1) 
меньше  ІѴ"0;  тогда  можно  доказать,  что  такой  случай  исклю- 
ченіе — единственный,  т.  е.,  иными  словами,  такое  ураввеніе 
— возможно,  если  оно — возможно,  только  лишь  при  существо- 
ваніи  единственной  функпіи  дг{2)  порядка  роста  ниже  тако- 
ваго  у  Ф(я\  и  въ  этомъ  мы  видимъ  иное  истолкованіе  и 
обобщеніе  теоремы  Мсагс17&. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  допустимъ  обратное — пусть 

ФІЙ^Ш^Ш  (4)> 

причемъ  у  ^2(^)=0  число  корней  опредѣлено  также  не  по 
формулѣ  (Г),  а  по  другой,  дающей  число  2Ѵ7  значительно 
нижеіѴд.  Покажемъ,  что  это — невозможно,  т.е.  уравненіе  (1), 
— исключительное  въ  обрисовавномъ  только  что  смыслѣ, — 
единственно.  Фактъ  этотъ — интересенъ,  и  мы  думаемъ,  что 
эта  наша  теорема  ограниченія — маленькое  дополненіе  къ  блес- 
тящей теоремѣ  РісагсГа,  создавшей  почти  цѣлую  новую  об- 
ласть въ  математикѣ. 
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Очевидно,  въ  силу  только — что  сдѣланныхъ  предположе- 
ны относительно  (1)  и  (4)  ихъ  можно  каждое  такъ  предста- 
вить: 

#0»)-&(*)=д»,(*)-  ад  (5), 


*(*)-&(*)=?>.(*)•  ВД 


(6), 


причемъ  (р^з)  и  <р2(з) — функціи  порошу  равнозначныя  Ф{г) 
каждая,  а  и  Т^) — роста  ниже,  чѣмъ  Ф{я)\  иногда 

можетъ  случиться,  конечно,  что     (#)  и  суть  соп8(апі'щ 

но  во  всякомъ  случаѣ  факторы  по  росту  эквивалентные  росту 
Ф(г)  мы  отнесемъ  къ  функціямъ  и  соотвѣтственно  къ 

д02(#),  если  только  правыя  части  (5)  и  (6) — разлагаемы  на 
факторы. 

Изъ  (5)  и  (6)  находитъ: 

(6')      9М-д^)=ч>м-  ад-9>,(*). 

причемъ  въ  силу  сдѣланныхъ  предположеній 


Ігпь 
\г  1  =*> 


т.  е. 


Ііт 
г  і  =оо 

*(*) 

Ігт 

0>і(*) 

=і, 

=1, 


а  кромѣ  того 


(7) 


Ііт 


ад 


=0  ==  ^*»* 


такъ  что  равенство 


въ  силу  только — что  сдѣланныхъ  замѣчаній  можетъ  быть 
асимптотически  такъ  записано 


(8) 
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для  0  достаточно  болыпаго;  но  тогда  (6Г)  на  основаніи  ра- 
венствъ  (7)  и  (8)  или  противорѣчиво,  или  же  удовлетворено 
тожественно,  т.  е. 

Словомъ  предположеніе  о  существованіи  еще  уравненія 
(6)  при  существовали  (5) — противорѣчиво. 

Послѣ  того,  какъ  мы  выяснили  самую  теорему  РісаічГа 
и  ея  роль,  мы  свяжемъ  ее  съ  теоремами  (15  (А)  гл.  И),  какъ 
мы  говорили  въ  концѣ  §  15. 

19.  Попытка  объяснишь  существованье  теоремы  РьсагЗ'а,. 
Теорема  РісагсГа  сама  по  себѣ,  а  также  выводы  и  слѣдствія, 
которые  можно  сдѣіать  изъ  нея,  являются  въ  высшей  степени 
неожиданными  съ  перваго  взгляда,  и  становится  чрезвычайно 
интереснымъ  попытаться  объяснить  ея  происхожденіе,  что 
мы  сѳйчасъ  и  хотимъ  сдѣлать. 

Замѣтимъ,  что  соображенія,  помощью  коихъ  мы  это  сдѣ- 
даемъ,  являются  по  существу  чистыми  соображеніями  роста 
функціи,  причемъ,  какъ  мы  полагаемъ,  основной  причиной 
ея  существованья,  а  также  и  существованья  теоремъ  ей 
подобных^,  является  неоднозначность  роста  функціи  въ  опре- 
дѣленныхъ  частяхъ  плосюсти,  вдоль  опрадѣленныхъ  лучей 
плоскости  комплексна™  перемѣннаго  ея  аргумента. 

Понятіе  однозначности  роста  фупкцги  вдоль  луча  — 
вектора,  проходящаго  черезъ  начало  координатъ,  или  вдоль 
периферіи  круга  опредѣленнаго  радіуса,  или  же  вдоль  или 
внутри  опредѣленнаго  контура  должно  быть  введено  въ  ана- 
лизъ  и  изучено  по  нашему  разумѣнію.  Прежде  всего  мы  долж- 
ны, конечно,  отвѣтить  на  вопросъ:  „Что  такое  однозначность 
роста  функціи"? 

Мы  видѣли  на  всемъ  протяжэніи  нашей  работы,  что  для 
изученія  роста  данной  функціи  въ  определенной  области  не- 
зависимаго  перемѣннаго  функціи  нужно  всякій  разъ  создать 
особую  функцію — масштабъ,  близко  подходящую  къ  данной 
въ  указанной  области  (См.  7,  гл.  I);  мы  скажемъ  теперь,  что 
ростъ  функціи — неоднозначеяъ,  если  для  выбранной  нами 
области  законъ  роста — одинъ,  для  другой  области — другой  и 
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т.  д.;  что — любопытно,  ростъ  цѣлыхъ  трансцендентныхъ  функ- 
цій  часто  неоднозначенъ,  и  отъ  степени,  сложности  и  ха- 
рактера этой  неоднозначности  роста  затеять  всѣ  свойства 
фупкцги. 

До  сихъ  поръ  изучеаіе  роста  фуякціи  производится  на 
основаніи  изученія  природы  различныхъ  извѣстныхъ  и  иног- 
да искусственно  построенныхъ  фунгщій;  такимъ  путемъ  были 
добыты  нѣкоторые  общіе  законы  роста  (въ  родѣ,  напр.,  за- 
коновъ  §  7,  гл.  I,  теоремы  РісапГа  и  др.). 

Въ  будущемъ  же  несомнѣано  будутъ  даны  общіе  законы 
для  обнаружеяія  характерныхъ  свойствъ  функціа  на  основаніи 
знанія  ея  закояовъ  и  особенностей  роста  ея.  Отчасти  эта 
проблема — уже  задѣта,  кааъ  видно  изъ  напізй  работы,  но  мы 
позже  затронемъ  ее  съ  еще  болѣе  интересной  точка  зрѣнія. 

Въ  связи  съ  этой  однозначностью  роста  функціи  нахо- 
дится и  теорема  Рісаг(Га.  Поважзмъ  это!  Возьмемъ,  напр., 
функцію  порядка  роста  (функигональнаго  порядка,  какъ  мы 

скажемъ  иногда,  были  можетъ)  р<-^-.  Мы  уже  показали 

выше  (см.  теорему  12,  гл.  II),  что  модуль  такой  функцін  {'(г) 
связанъ  неравенствомъ  (см.  теорему  15,  А  гл.  Н) 

егр~е<  [№  I  <ег?+г 
и  слѣд.,  если  мы  пишемъ  уравненіе 

тдѣ  С — нѣкоторое  произвольно  взятое  постоянное,  то  С  никогда 
не  можетъ  быть  исключительнымъ  значеніемъ  въ  смыслѣ 
РісапГа:  вѣдь  |  Д#)  |  на  осаованіи  теоремы  12  всегда  воз- 
растаешь, если  мы  измѣняемъ  з  вдоль  лиаіи,  не  пересѣкаю- 
щей  ни  одного  нуля,  и  слѣд.  теорема  РісагсГа  объ  исключи- 
тельномъ  значеніи  для  такихъ  функціи  Д#)  не  имѣетъ  мѣста, 
т.  е. 

(В)  Тѳорѳма:  „Исключительным  значенгй  С  въ  смыслѣ 
Рісаг&а  для  функцій  порядка  роста  ниже  —^-  несущест- 
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вуетъ;  иными  словами  такгя  фужціи  принимают*  всякое 
значеніе. 

Эта  теорема,  этотъ  примѣръ  нами  взятый  съ  ясностью 
говоритъ,  что  однозначный  всюду  ростъ  функціи,  причемъ 
ростъ  этотъ  таковъ,  что  разница  между  тахгтит!тъ  модуля 
функдіи  и  ея  тіпітиігіошъ  неощутимы,  ибо  ихъ  отнопзеніе, 
напр.,  въ  данномъ  случаѣ  близко  къ  1,  такъ  какъ 


невидимому  исключаетъ  возможность  случая  исключенія  Рі- 
сапГа.  Словомъ,  невидимому,  справедливо: 

(С)  Теорема:  „Если  функцгя  конечной  высоты — такова, 
что  отношенге  ея  модуля — тахгтит'а  къ  модулю — тгпгтитНу 
ея — конечная  величина,  то  случай  исключены  ТгсагоѴа,  т.  е. 
существование  значеній,  которыхъ  функг^гя  принимать  не 
можетъ,  невозможен^. 

Наша  теорема  (С),  весьма  вѣроятная,  можетъ  быть 
иллюстрирована  и  подкрѣплена  слѣдующими  соображеніями. 
Возьмемъ,  какъ  это  обычно  дѣлаютъ,  при  обоснованіи  теоре- 
мы РісаічГа,  сумму  двухъ  функцій 


причемъ  Ф(з)  и  д{%)— функціи  разныхъ  порядковъ  роста. 
Почему  въ  самомъ  дѣлѣ  существуютъ  для  Ф(з)  теоремы  Рі- 
сагсРа?  Пусть  0{з)  и  д(я) — функціи  конечного  порядка  ббль- 
шаго  1;  мы  дѣлаемъ  это  предположеніе  простоты  ради.  Въ 
силу  теоремы  (15,  А,  гл.  II)  можно  писать: 


е'    :  е 


Ф{*)=Ѳ{*)  +  д(*) 


(1), 


—  і 

(Щг))  < 


<  М(г)  (2) 
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< 


<С  т(г) 


(3), 


гдѣ 


Ж(г)=мод.  тах.  0{я)\ 
ж(г)=нод.  шах.  д(^)) 


Теперь  можетъ  случиться,  что  въ  нѣкоторыхъ  углахъ 
плоскости  |  Ф{г)  |  будетъ  расти  какъ  М(г),  и  вліяніе  т(г) 
исчезаетъ;  но  зато  можетъ  случиться,  что  въ  другихъ  углахъ 


какъ 


будетъ  преобладать  ^т(г)^  ,  такъ 

—  і  — і 


— і 


и  слѣд. 


будетъ  расти  какъ  ^т(г)^.  Но  разъ  модуль 

функціи  растетъ  неоднозначно,  то  все,  что — обусловлено  этимъ 
ростомъ,  будетъ  расти  также  неоднозначно,  и  слѣд.  вмѣсто 
ожидаемаго  превалированія  характерныхъ  свойстъ  0(2)  и  за- 
коновъ  роста  мы  наталкиваемся  на  отступленія  отъ  этяхъ 
законовъ,  и  эти  отступленія  обусловлены  до  извѣстной  сте- 
пени ростомъ  д(я) — функціи  меньшаго  роста. 

Напр.,  число  нулей  Ф(#)=0  въ  кругѣ  радіуса=г  обу- 
словлено ростомъ  модуля  Ф(я)  въ  интегралѣ 


а  въ  силу  сказаннаго  на  периферіи  круга  радіуса  г  могутъ 
оказаться  такія  дуги,  вдоль  коихъ 
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или  же  ^оііодф(г)  =  ^йІодд(г), 


и  отсюда  уже  видно  съ  ясностью  вторженіе  вліянія  функціи 

Тоже  самое  понятно  нужно  сказать  о  ростѣ  нулей  функ- 
піи  Ф(з),  объ  ихъ  частотѣ  или  раснредѣленіи. 

Между  прочимъ  изъ  этихъ  только-что  нами  произведен- 
ныхъ  изслѣдованій  обнаруживается  настоятельная  необходи- 
мость изученія  фуякціи  правилънаго,  однозначнаго  роста 
болѣе  или  менѣе,  что  мы  цредпримемъ  нѣсколько  позже.  Ин- 
тересно, напр.,  знать,  чѣмъ  разнятся  функціи  съ  нулями  и 
распредѣленіемъ  ихъ  на  плоскости  комплекснаго  перемѣннаго 
правильными  отъ  функціи,  у  коихъ  и  то,  и  другое — непра- 
вильно. 

Мы  попытаемся  и  на  это  дать  нѣкоторыя  поясненія;  но 
сполна  отвѣтить  на  это  мы  не  умѣемъ.  Вернемся  сейчасъ  на 
время  снова  кътеоремѣ  (15,  Л).  Замѣтимъ,  что  въ  то  время, 
какъ  скажемъ  въ  неравенствѣ 


< 


/И<  ег  (4) 


верхнее  неравенство  справедливо  всегда,  нижнее  имѣетъ  мѣсто 
лишь  для  безконечно  многихъ  круговъ  радіусовъ  г,  но  не 
всѣхь\  пусть  р~ конечное  число. 

Выше  мы  уже  показали,  что  ростъ  модуля  функціи  при 
движеніи  вдоль  какой-либо  линіи  плоскости  комплекснаго  пе- 
ремѣннаго  х  даетъ  часто  ясный  отвѣтъ  на  вопросъ  о  сущест- 
вованіи  или  несуществованіи  для  данной  функціи  /'(х)  случая 
исключенія  РісаічГа  и  вообще  о  возможности  примѣнить  ту 
или  другую  сторону  РісагсГа  къ  изучаемому  случаю.  Но  тутъ 
весьма  естественно  бросается  въ  глаза  слѣдующая  характер- 
ная особенность:  несомнѣнно  въ  неравенствѣ  (4)  верхнее 
неравенство  всегда  имѣетъ  мѣсто,  но  нижнее  не  можетъ  быть 
всегда  удовлетворено  при  движеніи  вдоль  какой-нибудь  линіи 
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проведенной  на  плоскости  комплексна™  перемѣннаго;  теорети- 
чески по  крайней  мѣрѣ  такой  случай — мыслимъ,  а  это  по- 
слѣднее  обстоятельство  можетъ  быть  обусловлено  частотой 
распредѣленія  нулей  въ  кругѣ  нѣкотораго  радіуса  г  и  блий 
гостью  къ  нулямъ  взятой  нами  лиеіи. 

Вѣдь  если,  напр.,  для  фувкціи  зіп^я)  мы  возьмемъ 
за  линію  измѣненія  (#)  линію  близкую  къ  оси  реальной,  слѣд. 
близкую  къ  нулямъ  8Іпя*#,  то  вѣдь  тіпітшп  модуля  зіпггя 
не  можетъ  быть  заданъ  иногда  произвольно. 

Или  если,  напр.,  круги  безконечно  малаго  радіуса,  опи- 
санные около  нулей,  будутъ  заполнять  всю  площадь  круга 
радіуса,  положимъ,  равнаго  модулю  ея  п — го  нуля,  то  измѣ- 
ненге  и  ростъ  функцги  тоже  не  будетъ  произволънымь,  и 
слѣд.  частота  распредѣленія  и  ростъ  фувкціи  въ  ихъ  взаим- 
ной зависимости  могутъ  иногда  быть  съ  успѣхомъ  изучены 
даже  геометрически. 

По  поводу  упомянутой  только-что  геометрической  интерп- 
ретаціи  сдѣлаемъ  небольшой,  но  поучительный  подсчетъ*). 

Пусть  въ  кругѣ  радіуса^г^.  гдѣ  гп — модуль  п — го  нуля 
(п  нулей  пусть  заключены  въ  кругѣ  радіуса— 0>гл),  около 
каждаго  нуля  описаны  безконечно — малые  круги  радіуса=г; 
ихъ  площадь  внутри  болыпаго  круга  будетъ  Я^пттг?  (знакъ 
<;  будетъ  фигурировать  въ  случаѣ,  если  круги  выходятъ  за 
периферію  круга  радіуса— гл);  площадь  же  взятаго  нами 
круга  8=7Ггп2. 


сить  отъ  роста  нуля  гп.  Пусть  порядокъ  сходимости  нулей 


гп  есть      тогда  гп     >*г,  т.  е.  т^п     ,  и  слѣд.  [ 


Очевидно  отношеніе  ^ 


2 


2 


2 


—  —У]2,  п 

2  1 


Г].  П 


2 


рН-2 


*)  Сравни  МаШеі.  Аппаіез  <іе  ГЕсоІе  Когтаіѳ,  1901],  р.  233. 
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Отсюда  видно,  что  иногда  со=0,  иногда  ю=оо;  первое 
елучится  всегда,  если 

111 

-<  <—  или  о<2. 

Въ  этомъ  случаѣ,  какъ  показатель  сходимости  и  функ- 
ціональный  порядокъ  —  равны  одинъ  другому,  мы  имѣемъ 
теоремы: 

(Б).  Теорема.  „Если  дана  намъ  функцгя  конечнаго  по- 
рядка меньшаго  2,  т.  е.  слѣд.  нули  ея  порядка  сходимости 
тоже  меньшаго  2,  то  круги,  описанные  около  каждаго  изъ 
нулей,  не  заполняютъ  площади  круга,  описаннаго  около  на- 
чала  радіусомъ  равнымъ  модулю  п — го  нуля  (имѣются  въ  виду 
нули,  лежащіе  внутри  круга  радгуса~гпУ . 

(Е).  Теорема.  Въ  случаѣ  функцги  конечнаго  порядка 
большаго  2  иногда  можетъ  случиться  {нули  ея  порядка  схо- 
димости ббльтаго  2),  что  круги  описанные  въ  кругѣ  ра- 
дгуса—тп  около  каждаго  изъ  нулей  безконечно  малымъ  ра- 
дгусомъ заполнятъ  своими  площадями  площадь  круга  радіу- 
са=гп. 

Теорема  (Е)  нами  выражена  въ  некатегорической  формѣ, 
ибо  ея  обоснованіе  требуетъ  болѣе  глубокихъ  соображеній  и 
изысканій,  которыми  мы  въ  данный  моментъ  не  располагаема 
Для  ея  строгаго  обоснованія  нужно  точнѣй  знать  распредѣ- 
леніе  нулей,  нужно  строго  задать  величину  радіуса  безко- 
нечно малыхъ  круговъ  и  нужно  задать  также  точно  измѣне- 
ніе  тахітит'овъ  и  тгпітит'овъ  изучаемой  функціи.  Такимъ 
путемъ  вѣроятно  удалось  бы  открыть  характерный  признакъ 
пергодичности  функцій,  число  періодовъ  и  т.  п.;  но  такія 
изслѣдованія  еще,  повидимому,  преждевременны;  къ  разрѣше- 
нію  только  что  упомянутыхъ  проблемъ  можно  прійти  не  преж- 
де, кавъ  изучивши  роль  и  вліяніе  на  ростъ  функціи  аргу- 
ментовъ  ея  нулей,  но  и  эта  задача — не  изъ  легкихъ. 

Въ  заключеніе  этой  главы  упомянемъ  еще  о  теоремѣ 
данной  РгіпдзЬеіт^тъ  въ  МаіЪ.  Апп.  (Вапсі  58)  относи- 
тельно функцій  конечнаго  и  дробнаго  порядка,  именно: 
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Теорема  (Р).  Для  функцш  конечнаго,  но  дробнаго  по- 
рядка жключителъныхъ  значеній  Рісагдіг,  не  существуешь. 

Эта  теорема — обобщеніе  нашей  теоремы  (В).  Доказа- 
тельства ея  мы  не  приводимъ,  ибо  оно  было  бы  буквальнымъ 
повтореніенъ  доказательства  Ргтдзкеьт'а,  (Ьос-сіі). 

Надѣемся,  что  размышленія  настоящего  параграфа  до- 
статочно освѣтили  природу  теоремъ  подобныхъ  РгсапГовской. 

Нѣсколько  дальше  мы  вернемся  къ  этой  проблемѣ  еще 
разъ  съ  нѣсколько  другой  точки  зрѣнія,  а  сейчасъ  займемся 
немного  проблемой  опредѣленія  депгёъ  цѣлой  трансцендент- 
ной функціи. 

20.  Проблема  опредѣленія  депге\  цѣлой  трансцендент- 
ной функціи. 

Проблема  о  §епге'ѣ  цѣлой  трансцендентной  функціи 
Ф(х)  является  нелегкой,  но  интересной,  и  потому  заслуга 
Ьадеиггёа,,  введшаго  это  понятіе  впервые  (Оешггез,  Т.  I,  р. 
167  и  слѣд.), — велика.  Дѣло  въ  томъ,  что  депге'ъ  много  сразу 
говорить  о  природѣ  изучаемой  функціи  и  ея  ростѣ;  такъ, 
напр.,  если  мы  имѣемъ  функцію 

х  1/  х  у 

Ф(х)=^'Кхт^^  1—  -^~у   а*  *  "  " '  +^  а*  '  (1) 
і 

въ  нормальной  ея  формѣ,  т.  е.  степень  полинома  ц{х)  не 
выше  р — ой,  и  намъ  сказано,  что  функція  есть  ^епге'а  р, 
и  слѣд. 

рЧгІ 

=  рядъ  сход.  (2), 


то,  какъ  это  было  уже  показано  Ьа^еигге'омъ 
Ііт  .=0  (3). 

|  х  |  =оо 
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Простое  вычисленіе  убѣждаетъ  насъ  въ  справедливости 
формулы  (3). 

Къ  сожалѣнію,  исходя  только  изъ  (3),  мы  ничего  не  мо- 
жемъ  сказать  опредѣленнаго  относительно  &епге'а  р  функціи 
Ф(х),  ибо  мы  никакъ  не  можемъ  безъ  какихъ-либо  другихъ 
добавочныхъ  условій  опредѣлить  порядокъ  роста  нулей  функ- 
ціи  Ф(ж),  какъ  не  можемъ  рѣшить  и  самаго  вопроса  о  су- 
ществованіи  нулей,  предрѣшая  его  въ  положительномъ  или 
отрицательномъ  смыслѣ;  но  что  Ф(х)  можетъ  быть  представ- 
лева  въ  формѣ  (1)  при  существовали  у  Ф(х)  нулей  и  на- 
личности условія  (3),  или  въ  формѣ 


гдѣ  ^(x) — полиномъ  степени  не  выше  р — ой  въ  случаѣ  ихъ 
отсутствія,  въ  этомъ  можно  убѣдиться  просто;  но  только  мы 
не  будемъ  звать,  есть-ли  р  действительно  ^епге'ъ:  самое  боль- 
шее, что  можно  знать,  это  то,  что  онъ — не  больше  (р-ні). 
Результатъ  этотъ  мы  получимъ,  изучая  интегралъ 


распространенный  по  контуру  круга  безконечно  большого  ра- 
діуса  В;  этотъ  интегралъ  мы  замѣиимъ  суммой  интеграловъ, 
взятыхъ  взятыхъ  въ  обратномъ  направленіи  по  1°  перифері- 
ямъ  круговъ,  описанныхъ  около  каждаго  изъ  нудей,  находя- 
щаяся внутри  круга  радіуса=й,  2°  по  контуру,  огибающему 
точку  щ  и  3°  по  контуру,  заключающему  точку  нуль;  пола- 
гая же  затѣмъ  і2=оо  ,  мы  получимъ  уравненіе,  изъ  котораго 
послѣ  интеграціи  получится  формула  типа  (1). 

Но  мы  не  будемъ  этого  продѣлывать  и  предоставляемъ 
это  читателю. 

Обратимся  лучше  къ  теоремѣ  Рогпсагё  о  ^епге'ѣ,  дан- 
ной имъ  въ  Виііеігп  йе  Іа  Зосіёіё  МаіЪ.  йе  Ргапсе  (1883. 


Мы  эту  теорему  не  будемъ  доказывать,  но  дадимъ  ей. 
очень  интересное  примѣненіе. 


ф(х)=е^ 


(4), 


Т.  XI). 
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21.  Тѳорѳиа  Рогпсагё  о  депге'ѣ  и  ея  примѣненіе. 

1°.  „Если  мы  имѣемъ  функцгю  депгёа  р,  то  модуль 
функціи 

М(г)<е*гР+\ 

каково  бы  пи  было  а>о,  лишь  бы  г  было  достаточно  боль- 
шимъ.* 

Иными  словами  это  значитъ,  что  положительная,  все 
время  возрастающая  функція  М(г)  ниже  по  росту,  нежели 
е<ягршіт1'  слѣд.,  если  мы  возьмемъ  мажоранту  Д#),  то  ея  коэф- 
фициенты убываютъ  болѣе  быстро  соотвѣтствующихъ  коэффи- 
діентовъ  фунщіи  е*гР+1  (мы  разсуждаемъ  въ  данномъ  слу- 
чаѣ  асимптотически). 

Пользуясь  теперь  нашимъ  асимптотическимъ  закономъ 
(Г,  5,  I)  для  функціи  еагР+1,  мы  можемъ  утверждать,  что 
ростъ  ея  п — го  коэффициента  Вп  опредѣленъ  закономъ 


или  же,  какъ 

для  п— очень  большаго 


і 


т.  е. 


Теперь  |  ап  |  — коэффиціенты  при  п  достаточно  боль- 
шомъ  должны  быть  меньше   |  Вп  |  ,  а  потому 


Иш.  {  |  ап  |  Ѵ^}=0, 
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т.  е.  мы  получи мъ  вторую  теорему  Роіпсагё  пріемомъ  въ 
высшей  степени  простымъ.  (Сравни,  напр.  Рогпсагё,  Іос.  сіѣ. 
и  Вогеі,  Ьесопз  виг  Іез  Гопсііопз  епііёгез,  р.  54). 

Эта  вторая  теорема  Роіпсагё  даетъ  представленіе  о  ро- 
ст! коэффиціентовъ  ряда  функціи  депге'а  р,  т.  е. 

2°.  Теорема.  Если 

№  =  2апхп 

о 

фупкцгя  депгёа  р,  то  роешь  ея  коэффицгентовъ  опредѣленъ 
закономъ:  предѣлъ  произведете 

I  ая  I  V"! 

при  ростѣ  п  стремится  къ  нулю." 

Наше  доказательство— проще,  чѣмъ  тоже  самое  у  Роіп- 
сагё  или  у  ВогеѴя]  его  недостатокъ — асимптотичность  раз- 
сужденій,  хотя  есть  и  положительная  сторона:  оно  лишній 
разъ  показываетъ,  что  въ  теоремахъ  асимптотическаго  харак- 
тера асимптотическій  методъ  разсужденій  часто  бываетъ  до- 
статочнымъ. 

Изъ  первой  теоремы  Роіпсагё  мы  сдѣлаемъ  сейчасъ  ин- 
тересные выводы. 

Изъ  того  факта,  что  функція  |  Р(х)  |  депгёа  р  ниже 
по  росту  еагР+1  слѣдуетъ,  что  всегда  возможно  найти  такой 
секторъ,  соотвѣтственно  подобранный,  на  плоскости  пере- 
мѣннаго  комплекснаго  #,  что 

Ііш.  |  Р{г\ехгѴ^  |  =0. 

|  г  |  =оо 

Сколько  такихъ  секторовъ  соотвѣтственно  подобранныхъ 
может ъ  существовать  при  заданномъ  х? 

Это — вопросъ,  на  который  повидимому,  имѣя  дѣло  съ 
функціями  депге'а  р  (конечна го  порядка),  можно  отвѣтить 
такъ:  число  секторовъ,  въ  которыхъ  функція  убываетъ  и 
остается  ниже  определенной  сопзіапРи  К,  не  можетъ  быть 
произвольнымъ  и  напередъ  задан нымъ  дія  такой  функціи. 


Съ  этой  стороны  теорему  1°  Роіпсагё  можно  связать 
съ  изслѣдованіями  Ркгадтеп'а,  (Асіа  МаШ.  Т.  28.  8иг  ипе 
ехіепзіоп...),  которыя  расширяюсь  теорему  Роіпсагё  до  из- 
вѣстной  степени. 

Сущность  изслѣдованій  Ркгадтеп'а,  мы  формулируемъ 

такъ: 

3°.  Теорема.  „Секторы,  внутри  коихъ  функцгя  конеч- 
наго  порядка  и  депге'а  р  возрастаешь  или  убываешь,  оста- 
ваясь по  абсолютной  величинѣ  при  убыванги  ниже  опредѣ- 
лепной  величины  ІГ,  не  могутъ  быть  заданы  напѳредъ  и  про- 
извольно.0 

Чтобы  уяснить  смыслъ  нашей  теоремы  3°,  докажемъ  та- 
кую теорему,  похожую  на  РКгадтепоъскш  (Іос.  сіі.). 

4°.  Теорема.  „Функцгя  конечнаго  порядка  р  не  мооюетъ 
расти  вдоль  только  единственнаго  луча,  оставаясь  на  всѣхъ 
другихь  лучахъ  ниже  опредѣленнаго  числа  К  по  своей  аб- 
солютной величинѣ  и  не  приводясь  къ  сотіапРѢ." 

Эта  теорема  служить  хорошимъ  допо.шеніемъ  къ  дру- 
гой нашей  теоремѣ  (12,  гл.  II). 

Возьмемъ  за  такой  исключительный  лучъ  теоремы  4° 
ось  реальныхъ  значеній  х\  тогда  изъ  предположеній  относи- 
тельно        согласно  теоремѣ  4°  имѣемъ: 

|  Р(г)  |  <СгегР  (для  реальной  оси)  (1) 
|         |  <СйГ  (для  всѣхъ  другихъ  лучей)  (2). 

Возьмемъ  число  к>р  и  составимъ  интегралъ 


Пусть  со -—реально  и  пусть  х  тоже  реально;  тогда  для 
реальныхъ  х 


(3). 


о 
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или  въ  силу  (1) 


со 


р 

,—свЧ-о)  &  |  х  | 


•  I  *  I  'ию, 


о 


о 


но  1г<1,  а  потому 


со 


о 


(для  реальной  оси). 


Для  другихъ  же  лучей  имѣемъ  {% — нереально)  въ  силу  (2) 


т.  е.  модуль  цѣлой  трансцендентной  функціи  Ф(х)  остается 
всюду  на  плоскости  комплекснаго  перемѣннаго  х  ниже  нѣко- 
торой  постоянной;  но  тогда  должна  тоже  быть  сопз- 

іап$'ои. 

Т.  о.  не  можетъ  быть  у  фувкціи  конечнаго  порядка  луча, 
вдоль  коего  она  бы  росла,  оставаясь  вдоль  всѣхъ  другихъ 
ниже  нѣкоторой  постоянной,  и  слѣд.,  если  такая  цѣлая  транс- 
цендентная функція  существуетъ,  то  она  должна  быть  безко- 
нечнаго  порядка. 

Теорема  Иагадтегіъ,  (Асіатаіп.  28,  р.  351)  обобщаетъ, 
понятно,  эту  нашу  маленькую  теорему,  и  она  говорить  больше: 
функція  конечнаго  порядка  не  можетъ  обладать  не  только 
единственнымъ  лучемъ,  вдоль  коего  она  бы  возрастала,  оста- 
ваясь вдолъ  другихъ  виже  сопзіапі/ы  К  (нашъ  результатъ), 
но  даже  и  единственнымъ  секторомъ  указаннаго  свойства 
(результатъ  Ркгадтегіъ). 

Такъ,  напр.,  функція  порядка=1  ех  обладаетъ  двумя 


секторами:  между — -и  +—  онарастетъ,  между  —  и  -тт  она 
убываетъ. 


о 


7Т  ЗЯ" 
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Или,  напр.,  ех  функція  порядка  2  обладаетъ  4-мя  секто- 
рами, внутри  коихъ  она  попеременно  то  растетъ,  то  убываетъ: 

\     /  я*    Ък\     /Зяг    5л"\     /5тг  1я\ 

Т  +  I/  '  Ѵ~І'  "Ту  '  ѴТ'  Т)  и  \Т5  Ту* 

Тоже  самое,  повидимому,  должно  наблюдаться,  если  д 
порядокъ=цѣлое  число,  а  функція  взятая  нами  для  изученія — 
нормальна;  но  тоже  самое  нужно  сказать  и  относительно  д 
дробнаго. 

Въ  связи  съ  подобнаго  рода  размышленіями  находится 
и  такая  теорема  Ыпйеібръ: 

5.  Теорема  Іііпйёіоръ.  Если  гізвѣстно,  что  порядокъ 
данной  цѣлой  трансцендентной  функціи  не  выше  р,  и  если 
ея  модуль  остается  ниже  нѣкотораго  конечнаго  числа  К  на 
„опредѣленныхъ  радіусахъ",  расположенныхъ  такъ,  что  уголь 

ихъ  раствора  меньше  — ,  то  можно  утверждать,  что  функ- 

ція=соп8іапІ'&а .  (Асіа  таіп.  30,  р.  385). 

Эта  теорема  является  хорошимъ  дополненіемъ  ко  всѣмъ 
только  что  обоснованнымъ  теоремамъ. 

Въ  формулировкѣ  теоремы  5°  мы  подчеркнули  слово 
„опредѣленныхъ  радіусахъ".  Читатель  пойметъ,  что,  вообще 
говоря,  такіе  радіусы  можно  подобрать,  но  при  извѣстномъ 
ихъ  расположении  существованіе  ихъ — немыслимо,  и  читатель 
эмпирически  въ  этомъ  убѣдится  на  примѣрахъ  функцій,  напр., 
ех  или  ехі,  Такія  типичныя  функціи  конечнаго  порядка,  какъ 
ехР,  напр.,  имѣютъ  на  плоскости  2р  секторовъ,  внутри  коихъ 
поперемѣнно  функція  то  возрастаетъ,  то  убываетъ,  и  это, 
повидимому,  вообще  должно  быть  характернымъ  для  функцій 
конечнаго  порядка  большого  1,  инаоборотъ  этоявленіе  должно 

отсутствовать  для  функцій  конечнаго  порядка  меныпаго  -і , 

что  мы  и  показали  выше  (см.  наши  пзслѣдованія  гл.  II,  §  10 
и  11).  Обосновать  только  что  высказанныя  предположенія 
строго  и  безукоризненно  для  функцій  любого  порядка  какъ 
цѣлаго,  такъ  и  дробнаго  намъ  не  удалось;  но  нѣкоторыя  раз- 
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мышленія  по  этому  поводу  мы  все  же  приведемъ,  хотя — ого- 
воримся— они  не  кажутся  намъ  строгими. 

Возьмемъ  каноническое  произведете  вида 


1  кР_ 

р 


(1), 


I 

такъ  что  рядъ 


Р+і 

=  сход,  рядъ  (2). 


Пусть  з  опредѣлено  условіемъ 

I  ч  К  И  К  I  ^ч-і  I  (З), 

тогда 

*')=  ІІ^(^) •  Ѣ кі  (4), 

I  п+г 
И  МЫ  ВИДИМЪ,  ЧТО 

гр+\      оо       ^  со  і 

I  т\іг(±.л\  - 1 Р  ~1^)2^1-^22^г> 

П+1  (оо) 

=  I  Гп+г  I  • 
Пусть  ?г  взято  у  васъ  очень  болыпимъ,  тогда 

со  °°  1 


р+2  • 


въ  силу  (2) — очень  малы,  и  каждая  послѣдующая  убываетъ 
несравненно  быстрѣй  предыдущей  смежной  съ  ней.  Въ  силу 
этого,  если  положимъ  (п — фиксировано) 
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СО 

-2 


а4 


рЛ-тп 


=  'X 


р+т 


(5), 


ТО 


(со) 


/?+2 


Пусть 


тогда  асимптотически 


(со)  гР+1  Со8((р+і)а+х) 

Рр+г  I  ^ 


(6), 


(7). 


Далѣе  Рг{П)  есть  произведеніе  полинома  степени  п — ой 
на  е^г\  гдѣ  0(#)—полиномъ      -ой  степени,  а  потому  всегда 


возможно,  что 


|  Ргю  |  <е^  ,  ^<7-<і)-ь1.  (8). 


(оо) 


Такимъ  образомъ  въ  произведеніи  |  Р^п\  Рл+1  |  на  осно- 
ваніи  (7)  и  (8)  превалирующими  членомъ  является  членъ  (7). 

Изъ  (7)  же  мы  непосредственно  видимъ,  что  вся  плос- 
кость перемѣннаго  независима™  раздѣляется  на  2(#+1)  сек- 
торовъ  слѣдующимъ  образомъ:  въ  углахъ  вида 


2Ы- 


.  ,  4- 


1Т 


(р  +  1)     2(^  +  1)^        р  +  1    "2(р  +  1) 
(*=0,  1,  2,  ...  , 

модуль   |  до(#)  |   все  время  растетъ,  въ  углахъ  же 


2Ы- 


7Г 


<б<  ~т—  + 


модуль   |  <р(#)  |   наоборотъ  все  время  убываетъ. 


р  +  1      2(р  +  \)  р  +  1 

(*=0,  1,  2,  ...,р) 
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Эти  разсужденія  подтверждают^  наши  вышеприведенный 
соображенія,  а  кромѣ  того  даютъ  возможность  обосновать  слѣ- 
дующее  положеніе: 

6.  Теорема.  Функція  (р{$)  типа  (1)  депге'а  р  и  поряд- 
ка сходимости  (р  +  1)  растешь  такъ,  что  ей  обратная 

^■^го  модулю — того  же  порядка  громадности,  что  и  \  <р{з)  \  а. 

Надѣемся,  что  всѣмъ  сказанвьшъ  о  теоремѣ  Роіпсагё 
и  о  депге'%  мы  освѣтили  достаточно  ярко  и  то,  и  другое. 

22.  Лѣкоторые  общге  выводы  и  соображенья  о  ростѣ 
функцій,  являющгеся  слѣдствіемъ  всего  сказаннаго  нами  до 
сихъ  поръ. 

Разсуждая  выше  о  функціяхъ  конечнаго  порядка  боль- 
шаго  единицы,  мы  обнаружили  возможность  для  ихъ  модулей 
измѣняться  регулярно,  и  вся  плоскость  комплексная  пере- 
мѣннаго  независимаго  разбивается  тамъ  на  секторы  съ  строго 
опредѣленнымъ  характеромъ  роста  функцій. 

Для  функцій  безконечнаго  порядка  такая  регулярность 
исчезаетъ,  и  среди  нихъ  можно  найти  функціи  самаго  при- 
чудливаго  роста,  настолько  подчасъ  причудливаго,  что  свой- 
ства такихъ  функцій  кажутся  невѣроятными  или  парадок- 
сальными. 

Выше,  напр.,  мы  изучали  функцію  Ф(я)  порядка  роста 
нпже-і  и  мы  открыли,  что  такая  функція  обладаетъ  способ- 
ностью всюду  возрастать^  если  мы  движемся  вдоль  линіи  0, 
не  пересѣкающей  нулей  ея.  Если  мы  возьмемъ  теперь  и  по- 
строимъ  функцію 

-фи 

то  получимъ  тоже  довольно  любопытную  функцію:  1°  она  не 
имѣетъ  на  конечной  части  плоскости  нулей  (ея  нуль  есть 
■+■  оо  );  2°  она — такова,  что  ея  модуль 
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никогда  ке  возрастаешь,  ибо  возьмемъ  какой  угодно  секторъ, 
выходящій  изъ  начала  координата,  и  ми  всегда  увидимъ,  что 
функція  стремится  къ  нулю,  если  только  на  взятомъ  нами 
лучѣ  не  встрѣчаются  нулевыя  точки  фунщій  такъ  какъ 

тогда  |  Ч\з)  |=1,  но,  какъ  нули  не  представляютъ  собой 
точекъ  сплошь  заполняющихъ  лучи,  то  между  нулевыми  точ- 
ками мы  тоже  будемъ  наблюдать  колебанія,  обусловленныя 
стремленіемъ  роста. 

Другой  сортъфункцій  тоже,  съ  точки  зрѣнія  роста  ихъ, 
чрезвычайно  необыкновенныхъ  мы  встрѣчаемъ  у  МШад-Ьерр- 
Іег\.  (ѴегЬапсІІап^еп  сіез  III — іеп  Іпіегпаііопаіеп  Маіпетаіі- 
кег  Коп^геззез  ш  НеМеІЪег^,  1904.  р.  260  и  слѣд.). 

Вотъ,  напр.,  функція  42(#),  которую  мы  строи мъ  его 
методомъ,  и  свойства  которой  сейчасъ  обрисуемъ. 


Возьмемъ  интегралъ  вида 

2,  А 


си 


а) 


Е 


8 


+  1 

.  X 

0 

я* 
~~~2 

ж 


N 


причемъ  интегралъ  распространенъ  вдоль  контура  МІЯР^), 
и  точка  х  лежитъ  налѣво  относительно  контура  ЖЖ?ф.  Въ 
этомъ  случаѣ  12 (ж)  есть  цѣлая  трансцендентная  функція,  если 
при  условіи 

|  е-р+іу  |        |  е-ех  (Созу+гЗіпу)  |  =е-е.хСо8у 
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возьмемъ  для  у  предѣлы 

тг 


<1Ы-%<у<1Ы  Л  (2), 


и  слѣд.  законтуръ  І^==1ЯѴ.Д?  выберемъ  ковтуръ,  образован- 
вый  ливіей  ортоговальной  къ  оси  реальвыхъ  значеній,  заклю- 
ченной между  —  и  +  ~  ,  и  двумя  безконечными  линіямс 
?Я  и  №. 

Если  теперь  мы  заставимъ  х  стремиться  къ  безконечно- 
сти  въ  пространствѣ  палѣво  относителъво  контура  31ЯР(д,  то 

1  Ііпл  |  а(х)  |  =0  (3) 

\  |  х  |  =оо  въ  пространствѣ  налѣво  относительно  контура  Иѵ 

Если  же  мы  возьмемъ  х  внутри  контура  Еѵ  и  заста- 
вимъ также  |  х  |  расти  до  +  ос ,  то  несомненно  тоже  инте- 
гралъ  отъ  функціи  вами  взятой  въ  этомъ  случаѣ  также  бу- 
детъ  стремиться  къ  нулю. 

Возьмемъ  теперь  контуры  Я^МЗВ^),  и  слѣд.  х  лежитъ 
внутри  его,  тогда,  имѣя  въ  виду  направленіе  интеграціи, 
можно  записать  символически: 

(М№())=Е(М8Іід)  +  (МРЩ. 

Замѣтимъ,  что  здѣсь  въ  этомъ  равенствѣ  идетъ  рѣчь  о 
путяхъ  интеграціи  и  ихъ  направленіяхъ. 
Пусть 

б=(МРВ8), 
тогда  согласно  опредѣленію  &(х): 


г — х 

і?)  з 

или 


Щх)=»-*.+у-^-^  (4). 

2 
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Такимъ  образомъ  мы  пришли  къ  слѣдующему  выводу: 
Функція  0,(х)  при  х  стремящемся  къ  безконечности  въ 
положителъномъ  направлепіи  удовлетворяетъ  условію 

(*)         Ііт  |  ОД-е-в*  |  =0; 
при  |  х  |  стремящемся  къ  со  въ  отрицательномъ  ваправленіи 

пі  .  Ге-*йв 

V 

при  чемъ  !  0,(х)  |  при  ростѣ  |  х  |  въ  этомъ  случаѣ  так- 
же стремится  къ  нулю. 

Отсюда  мы  выводимъ  рядъ  чрезвычайно  иятересныхъ 
слѣдствій  относительно  фувкціи  й(ж);  напр.  1°  вдоль  оси 
реальныхъ  значеній  &(х)  при  х  стремящемся  къ  —  оо  убы- 
ваете, тоже  самое  нужно  сказать  относительно  х — овъ  поло- 
жительныхъ  о  разности  (*).  2°  Въ  виду  существованія  форму- 
лы (2)  мы  можемъ  построить  сколь-угодно  много  контуровъ 
подобныхъ  нами  взятому,  и  функція  0,(х)  будетъ  обладать 
тѣми  же  самыми  свойствами,  т.  е.  иными  словами  мы  постро- 
или функцію  съ  очень  любопытными  свойствами,  подобной  въ 
нѣкоторомъ  отношеніи  нашей  именно:  0(х)  убываешь 

почти  всегда  на  плоскости  вдоль  какого-бы  луча  9с(0<ф<С2:т) 
х  не  стремилось  къ  без  конечности. 

Такимъ  образомъ  свойства  функцій  безконечнаго  поряд- 
ка, какъ  мы  видимъ,  въ  высшей  степени — оригинальны  и 
интересны:  существуютъ  функціи.  модуль  коихъ  вдоль  всѣхъ 
радіусовъ — лучей  возрастаетъ  и  обратно;  очевидно  можно  по- 
строить и  другія  еще  болѣе  причудливыя;  обращаемъ  внима- 
ніе  читателя,  напр.,  на  функцію  ЪШтдиЫ'ъ,  (Асіа  МаіЬ. 
29,  р.  203 — 210).  Интересной  проблемой  теверь  для  матема- 
тики была  бы  такая:  объяснить  причину  этого  явленія. 

Послѣ  того,  какъ  мы  познакомились  уже  достаточно  съ 
законами  роста  функцін,  съ  различными  типами  функцій  и 
ихъ  свойствами,  является  интереснымъ  изучить  функціи  (ихъ 
ростъ  и  ихъ  свойства)  вполнѣ  правильно  растугфл.  Разу- 
мѣется,  терминъ  „правильно  растущій"— нѣсколько  неясенъ: 
вѣдь  и  функціи  конечнаго  цѣлаго  порядка,  безъ  нулей  осо- 
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бенно,  являются  въ  сущности  очень  правильно  растущими; 
поэтому  мы  обращаемъ  вниманіе  читателя  на  то,  что  подъ 
вполнѣ  правильно  растущими  функціями  мы  будемъ  пони- 
мать функціи,  модуль  М(г)  коихъ  связанъ  условіемъ 

(а)        ег9'ъ  <Ж"(г)<егР_и,  т-Е=безк.  малое, 

или  функціи,  нули  коихъ  связаны  условіемъ 

 е   |-е 

Р  р  1 

(Ь)         п      <  |  ап  |  <п       ,  г=безк.  малое, 

и  слѣд.  мы  ограничиваемся  функціями  конечнаго  только  по- 
рядка. 

23.  Правильно  растущгя  функцги  конечнаго  порядка. 
Прежде  всего  замѣтимъ,  что  изслѣдованія  наши  въ  главѣ  1-й 
въ  сущности  относились  уже  къфункціямъ  правильно  расту- 
щимъ,  ибо  они  покоились,  какъ  въ  этомъ  нетрудно  убедить- 
ся, на  принципѣ: 

(А).  „Правильно  растущгя  функцги  обладаютъ  правиль- 
но растущими  рядами,  ихъ  выражаюгцими." 

Правильно  расту  щігі  рядъ  здѣсь  есть  тотъ,  коэффиціен- 
ты  котораго  растут ъ  по  одному  и  тому  же  закону,  и  въ 
рядѣ  или  вовсе  нѣтъ  пустотъ,  или  онѣ  есть,  но  недостающее 
члены  идѵтъ  правильными  интерваллами. 

Изъ  нашихъ  изслѣдованій  предыдущихъ  это  вытекаетъ 
непосредственно:  обращаемъ  вниманіе  читателя  на  параграфъ 
первый  главы  первой  настоящей  работы. 

Но  еще  одно  свойство  такихъ  функцій  несомнѣнно  ха- 
рактерно: такія  функціи  могутъ  быть  изучаемы,  какъ  преде- 
лы полиномов ъ 

Ф),  Ф\  •  •  •  >  9п(*), 

такъ  что 

Ит  дп{г)=-Г{г)\ 

П—со 

если  Дя)  —  функція  правильная,  и  слѣд.  многія  свойства  Д#) 
заключены  уже  въ  свойствахъ  полиномовъ)  наноминаемъ  чи- 
тателю о  принциаѣ  (Ъ)  въ  §  1  главы  1-й. 
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Пользуясь  ими,  (т.  е.  Л  и  (Ъ))  какъ  мы  это  дѣлали  уже 
выше,  для  ряда  правильно  растущаго 

{[г)=1+ах8  +  . . .  +апгп+  . . .  (1), 


мы  сейчасъ  же  можемъ  утверждать,  что  п— ый  нуль  Д#)=0 
въ  кругѣ  радіуса=г  связанъ  условіемъ: 


если  ап — п — ый  нуль. 

Отсюда,  пользуясь  законами  (I),  4,  I),  (Р,  5,  I)  и 
(К,  6,  I),  мы  узнаемъ  все,  зная  ростъ  одной  изъ  величинъ: 
модуля  функціи  модуль  коэффициента  ап  или  модуль 

п — го  нуля  ап. 

Но — повторяемъ — самое  то  обоснованіе  законовъ  I),  Р 
м  К,  напр.,  предполагаетъ  уже  предпосылку  принципа  (А). 

Интересныя  теоремы  о  правильныхъ  функціяхъ  можно 
вывести,  основываясь  на  характерѣ  роста  только  модуля  функ- 
ции или  только  нулей  въ  силу  законовъ  (І>,  4,  I),  (Р,  5,  I) 
и  (К,  6,  I);  напр. 

(В).  „Произведете  двухъ  правильно  растущихъ  функ- 
цій  <рх{2)  и  (р2{з),  порядки  сходимости  коихъ  для  нулей  со- 
отвѣтственно  суть  ^  и  (Э2,  есть  функцгя  уС?),  порядокъ 
сходимости  коей  для  пулей  есть  р15  если  §С>Яг* 


Теорема  почти  не  нуждается  въ  доказательствѣ:  если 
аг  суть  нули  9^1(^)=0,  Ві — нули  до2(#)=0,  то  изъ  опредѣ- 
ленія  понятія  „порядокъ  сходимости"  непосредственно  имѣемъ 


а, 


=  сход,  рядъ,  ^ 


0п 


=  сход,  рядъ, 


ибо  р!>@2>  и  аі  и  &і  СУТЬ  НУЛИ  до(^)=0. 

А  вотъ  другая  теорема,  тоже  почти  очевидная: 


(С).  Теорема.  „Если  нули  (р^) — суть  вполнѣ  правиль- 
но растущіе  (по  одному  и  тому  жѳ  закону)  порядка  роста 
рп  а  нули  <Ръ{2)—0  суть  тоже  вполнѣ  правильно  расту  щге 
порядка  роста  р2,  то  нули  произведенья  (р{^)^=гр1{^)><р2{^) 
суть  уже  неправильно  растущіе." 

Дѣйств.,  по  опредѣленію 

?гр.-е<  |  ап  |  <ігРі+е,  ал— нули  до1(^)=0; 
пР2-^<  |  Вп  |  <у$ъ+\  Вп — нули  др2(я)=0. 

Пусть  теперь  уп — п— ый  пуль  (нули  расположены  въ 
возрастающемъ  порядкѣ)  функціи  90(0)= 0,  тогда  изъ 

мы  имѣемъ 

I  Уп  I  <  !  «.  I , 

и  слѣд. 

|  у„  |  <ЯР,  +  в  (о). 

Съ  другой  стороны,  если  мы  расположимъ  нули  уп  въ 
возрастающій  рядъ  относительно  ихъ  модулей,  то   |  уп  \  ^> 
|  Рп  \  ,  и  слѣд.  ЕО  всякомъ  случаѣ 

пр*-уі<  \уя\, 

такъ  что 

ПР2~Г1<  |  ул  |  ОРі~е 

и  мы  видимъ,  что  здѣсь  уже  не  наблюдается  закономѣрности 
роста  вполнѣ  правильно  растущихъ  нулей,  ибо  вмѣсто  преды- 
дущего неравенства  можетъ  существовать  и  такое: 

мР2-*і<  |  уп  |  ОР-2-И 

для  какого-либо  п. 

Теперь  въ  силу  закона  (6,  К,  I)  асимптотически: 


—  111  — 


и  мы  видимъ,  что  асимптотически 

|  (р(я)  |  ілег  2     ,  (т}=безк.  малое) 

т.  е.  модуль  произведенія  функціи  <р(з)  слѣдуетъ  закону  ро- 
ста той  функціи,  у  которой  нули  болѣе  густо  расположены. 
Но  является  вопросъ:  въ  чемъ  же  состоитъ  вліяніе  функціи 
9^(0),  если  модуль  ф(в)  обусловленъ  функціей  <р2(з)?  На  это 
замѣтимъ,  что  нужно  изучать  помимо  тахіпшт'а  |  ф(г)  \ 
его  тгпітитгСъ  еще,  т.  е.  нужно  смотрѣть  еще  на  функціи 


и  слѣд.  въ  тѣхъ  частяхъ  плоскости,  въ  которыхъ  превали- 

руетъ  модуль  е  г  1  ,  мы  замѣтимъ  вліяніе  функцій  до^я), 
а  слѣд,  въ  тѣхъ  частяхъ  плоскости  нули  будутъ  расти  по 
закону  роста  нулей  ^(^=0. 

Отсюда  между  прочимъ  мы  видимъ,  какъ  сложно  и  труд- 
но усчитать  вліяніе  той  и  другой  функціи,  и  какъ  законы 
асимптотическіе,  выведенные  нами  выше,  являются  мало  го- 
ворящими о  природѣ  функціи,  являющейся  результатомъ  ком- 
бинаций нѣсколькихъ  функцій  различимо  роста]  но  пробле- 
мѣ  упрощается  значительно,  если  мы  имѣемъ  дѣло  съ  функ- 
циями одного  и  того-же  роста]  такъ,  напр.,  мы  безъ  труда 
показали  бы  теорему: 

(В)  Теорема.  Произведете  функцгй  <рх{8)  и  902(я),  изъ 
коихъ  каждая  вполнѣ  правильно  растущая  порядка  $  отно- 
сительно роста  ихъ  нулей  (безъ  общихъ  нулей),  есть  тоже 
вполнѣ  правильно  растущая  порядка  роста  р  относитель- 
но нулей." 

Предоставляемъ  это  сдѣлать  самому  читателю. 
Вотъ  еще  теорема  тоже  довольно  очевидная: 

(Е).  Теорема.  „Если  (рх{г) — функцгя  съ  нулями  вполнѣ 
правильно  растущими  порядка  роста  о1?  а  (р2(з) — съ  не- 
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правильно  растущими  порядка  ^2'>^ѵ  то  ф^^ф^я^ф^в) — 
также  неправильно  растущая  относительно  нулей." 

Доказательство  ея — просто;  замѣтимъ  только,  что  функ- 
цію  порядка  р2  относительно  нулей  неправильно  растущую 
опредѣляютъ  тѣмъ,  что  она  не  удовлетворяем  условію 

наоборотъ  возможны  отъ  этого  неравенства  отступленія  въ 
томъ  смыслѣ,  что  можетъ  быть 

(для  безконечно  большого  числа  индексовъ  п). 
Въ  этомъ  случаѣ  очевидно  (рз^^) 

I  у»  I  <" !  А  I , 

а  слѣд. 

**-ч>  )Л  I  ^  I  /*  I  > 

т.  е.  9э(#)— тоже  неправильно  растущая  относительно  нулей. 

Въ  общемъ  все-же  мы  должны  признать,  что  правиль- 
ность роста  нулей  фувкціи  не  поддается  легко  усчитыванію. 

Хорошимъ  дополненіемъ  къ  этому  параграфу  являются 
наши  параграфы  1  и  2  гл.  1-й,  а  также  19-й  главы  П-й. 
Этимъ  мы  закончимъ  нашу  главу  вторую;  въ  слѣдующей  гла- 
вѣ  мы  дадимъ  нѣсколько  спеціальныхъ  примѣровъ,  имѣющихъ 
цѣлью  указать,  какими  методами  нужно  изучать  иногда  про- 
изведенія  типа  Вейерштрасса. 


Глава  Ш-я, 


Нѣкоторыѳ   епедіальные    примѣры  изученія 
произведеній  Вейерштраееа. 

1.  ѣыводъ  асимптотической  формулы  для  произведенія 

ІІОТ=Д2).ДЗ)  Цт+1)  (1) 

при  т — достаточно  болъшомъ. 

Въ  одномъ  изъ  примѣровъ,  который  мы  будемъ  изучать, 
мы  натолкнемся  на  интересную  проблему:  найти  асимптоти- 
ческую формулу  для  провзведсніяІІ^ .  Для  рѣшенія  вопроса 
будемъ  исходить  изъ  формулы 

ЪодГ{х)=1од^~^т  +  (х—  1^10дх—х  +  .  і  + 

гдѣ 
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(См.  р.  89  и  97  „Саісиі  <1ез  гёзісіиз,  ЫпЫо[)и. 
Также  намъ  понадобится  формула  суммированія  ЕиІег'а: 


X  X  X 

2я«)=  [т^-  \т+ 
1      і  і 


л. 


X  X 


+  (-1) 


_2р_ 

2р\ 


Г  (*)  + 


+(-і)  ѳ 


2р- 

2р\ 


(2р-і) 


(4). 


(См.  Тшомандрицкій  „ТСонечныя  разности",  р.  176). 
Рядъ 


2Й-Ы 


/  -I  \  .  4  Я. -1-1 

Ѵ      ;  '  '(2&  +  1)  (2*  + 


2)  2Л-И 


(5), 


продолженный  до  безконечности,  конечно,  расходится,  а  по- 
тому, продолжая  его,  нужно  остановиться  тогда,  когда  чле- 
ны ряда  начнутъ  убывать. 


Примѣняя  формулу  (1)  къ  нашей  проблемѣ,  мы  полу- 
чаемъ  рядъ  слѣдующихъ  членовъ: 
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(6) 


ЬодЦт+1)=Ьод  ^ія  +  (т  + 1 — Ъод(т+ 1)— 

,      ,ч    В,        1        В,  _1  

— (от+і)+12  •  ш  +  1      34  (ш  +  1)3  + 

Д5  _1  

+  5.6  '  (т  +  іу  + 


ЬодГ(т)  =  Ъод^/2л-+      — Ъодт—т  + 


_1  ѣ..± 

1.2      т  3.4 


В,  1 


3.4  *  3 


4- 


ЫдГ{2)=Ьод}/<1я  +  (2-і-)^2^2  ч- А-  .і- ... 

^Д1)=^|/2^-1+А-+  

Чтобы  показать  читателю,  что  дѣйствительно  можно 
пользоваться  расходящимися  рядами  въ  нашемъ  случаѣ,  но 
осмотрительно,  имѣя  въ  виду  выше  сдѣланное  замѣчаніе, 
мы  рекомендуемъ  ему  продѣлать  подсчетъ,  напр.  хоть  Ъод  Д2), 
который  есть  нуль.  Если  мы  не  будемъ  гнаться  за  боль- 
шой точностью  и  возьмемъ  лишь  первыхъ  6  членовъ  ряда,  то 
получимъ  для 


ЪодЩ)=Ъод^  Ъкл-\ЪодЛ-<1 


1  1_ 
30.3.4  *  8 

8* 
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+  Ж  5ХзТ=0>00019' 

т.  е.  ошибка — чрезвычайно  мала. 

С  уммируя  далѣе  формулы  (6),  мы  получаемъ 

іЦд2).ДЗ)  ДОТ+1)}  = 

=Ыд{  (2!)(3!)(4!)  (т\)  }  = 

=  (т+1)іо<Г|/2л-+2(й— у) 

I 

(т  +  1)(т  +  2)  ,   Ві  /      1  1  \ 

V      2.         '  (от+Ш 


(7) 


(8) 


2  2  V       2  (от  +  1) 


3.4 


Л     1       1  1  А 

V      23      З3  (т+іуу 


Б  /"  1     \  ' 

5.6  \  (т+1)5/  7 

Членъ  і27 — несомнѣнно  малъ,  но  мы  не  входимъ  въ  его  точную 
оцѣнку. 

Далѣе  по  формулѣ  (4)  имѣемъ: 
т+і  т+1  т+1 


и- 


+  2 
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Д.*  I  /  2.3       3.4  ч 
6!    I  V  ж4        ж5  /  ' 


и  какъ 


X*  X 


то 


т* — 1 


1). 

1    /  1_  1     \         0    /  2.3 

30.4!  Ѵ(т  +  1)2  +  (яи-1)Ѵ      42.6!  Ѵ(«л  +  1)*  + 

3.4    \       11        1  2 
(т  +  1)Ѵ  +  4       2  +  24       4!30  +  1 


/  т2  1  \  г  ,  1Ч  т2— 1  ,  .  19  л  /пч 
=  (^—  -^о<7(т  +  1)  —  +  е(ш)-  —  +  Ѳ1,  (8), 


причемъ 

какъ  показываетъ  вычисленіе  члена 

Вк  /  2.3  3.4 


6! 

Затѣмъ 


/  2.3        3.4  \ 
\  Ж4    +   ж5  )  ' 


^4  І;од(т+\)<С  (Еи1ег'овская  постоянная). 
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такъ  что 

т+і 


^^—^д(ш+і)=ѳ0с,  Ѳ0<1  (9). 

I 

Аналогично  при  помощи  той  же  формулы  (4)  находимъ; 

т+і 

ЛГ7_1_  1  1_         _1_       \_(  1_  Л 

^  к3  2   (ш  +  1)4  +  2       2Ѵ(ш+1)3       )  + 

_І/  _      _3_        \      3.4.5/  1_  \ 

+  12\      (ш+1)4"1"   )  +  30.4!\(ш+1)6        )  ? 

+  %Йг(і-/     \чЛ  3.4.5.6.7  =  е,(ш)  +  -І  + 
42.6!  \      (т  +  1)Ѵ  34  у  4 


4  ^2 —  » 


_1  1_        1_     _1_/  1_  \ 

2і  кь  ~      4  (т+1)4+4       2Ѵ(т+1)5  У4" 
і 

■  Т2  (  -<жтіг  +  5 ) +  "етС^тгу8  ~ 5-6,7) + 

(^5  +  1)/  5-6.7.8.9  \ 


т.  е. 


1        ,  .      21  .  .  08  +  1  1іте5(т)=0. 


5 

т=х> 


Принимая  во  вниманіе  добытые  результаты,  мы  предетав- 
ляемъ  формулу  (7)  въ  такой  формѣ: 
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іод{г(1).Г(2).  ДЗ)  Дш  +  1)}  = 

=  (т  +  1)Ьоду  2л-— *  ^  *  + 

1      1  /  ,   ч      21  05-Ы\ 

гдѣ  К=соп8і.,  Ііт.  Е(т)=0. 

т=со 

ПослѢдбюю  формулу  мы  запишемъ  асимптотически  такъ: 
Ді).Д2)  Дш+1)= 

...  -  -7  (1+ФО) 

=  (2яг)  2  .     +      ь  .  е  4 
2гш](т)=0 

Мы  видимъ,  что  формулу  (9)  можно  еще  такъ  записать: 

т       т?       __3  2 

Г(1).Г(2)  .  .  .  Дт+1)<л  (2л)*.  т  1  е     4*  (10)* 
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Между  прочимъ  формулу  (10)  нельзя  считать  хорошей: 
она  довольно  точно  даетъ  результатъ  искомаго  произведенія, 
но  иръ  нея  не  удается  получить  формулу  Спьирлинга  въ  ея 
обычной  формѣ,  ибо 

7Т      1Ч     Д1).Д2)  .  .  .  Т\т  4-1)       ^  /~         т  ~іт 

и  слѣд. 


("^")  т  00  6     2  '  тогда  какъ  по  Стирлингу 


У    т  е 

Объясняется  это  разногласіе  вѣроятно  методомъ,  нося- 
щимъ  унасъ  асимитотическій  характеръ.  Но  если  мы  будемъ, 
считать  еще  болѣе  асимптотически,  т.  е.  будемъ  принимать 
во  вниманіе  лишь  наиболъшіе  члены  въ  отдѣльныхъ  членахъ 
нашихъ  формулъ  (7)  и  (8),  то  увидимъ,  что 

Хо#|ді).Д2)  .  .  .  Дтч-1)  1  ^(т+1)Хо^*|/2л-— 
-- і  П  >  +   -.)ь>д(„+і)  <л 


/  /УУЬ  971 

со  тЪоду  2л-  —  +  —^-Ъодпг  , 

:  і 

откуда 

  № 

Г(1).Д2)  .  .  .  Д™  +  1)  =  (|/2я-  У  т  *.  е  '  (11). 


Какъ  асимптотическія,  формулы  (10)  и  (11) — равнознач- 
ны, и  потому  мывозьмемъ  формулу  (11)  тѣмъ  болѣе,  что  изъ 
нея  мы  получимъ  уже  обычную  формулу  СтирлингсС. 


2.  Изученье  фужцги 

і 

Функцію  Ф(г)  мы  взяли  какъ  примѣръ  изученія  съ  цѣлыо 
показать  одинь  довольно  оіідій  мотодъ  изученія  произведеній 
типа  Вейерштрасса. 

Удобнѣй  изучать 

ОС 

ІюдФ(*)=2»Ьод(і  +  ^  (2). 
Пусть  далѣе 

тІ<\г\  <(т  +  1)!  (3), 
тогда  очевидно  будемъ  имѣть: 

Мі+і)^і-4Ш2+тй)3--  <*>■ 

|  я  |  <п\  ) 

^Ь+Іі)  =  Ьо9^одп\  +Ъод  ,  М>и!  (5), 

что 

ЪодФ(г)—тЪод2—Ъод[\\Щ(Щ  (т\)\  + 


такъ  что 


+    ^(і+^)  ^  2Ж  = 


=  тіод?— Ьод[г(1).Ц2)  .  .  .  Дот  +  1)}  + 

т  т  т  Іс 
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7)1-+- 


На  основаніи  формулы  (11)  предыдущаго  параграфа 
имѣемъ: 

ЪодФ(г)=тІодг  -Іод(2тг)  —  —Іодпь+—  

т  т  од 


^    со  ^ 

(іі) 


(6) 


Выберемъ  теперь  я  такъ,  чтобы 

2 


=  1 


(7) 


Пусть  на  время  ^>о  (реально),  тогда  пзъ  асимптотиче- 
скаго  ур-ія 


находимъ,  что 


т  = 


1од(ѵк) 


Далѣе 


(8). 


ш(ш — 1) 


Мяод  (т)=0 
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I 

и  т.  д.,  такъ  что 

т  т 

-7-^!-і?-^!>,+  •  •  •  =0-4  -  і— 

і  і 

7ш5(#)=0 

|*|-оо 

въ  силу  условія  (7);  иначе  говоря 


Ііт  |  %(г)  |  =0  } 


|  0  |  =0О 

Нетрудно  видѣть  также,  что 


1 


< 


(т  +  2)  (т-ь  3) 


и  слѣд 


1  /  _^ 


1 


+  1  (тн-і)2 


)- 


Ііт. 


2=оо 


I 

По  аналогіи  очевидно  вообще 


Ііт 


2  (ж) 


=  0 


И  Т.  Д. 


—  124  — 


Окончательно  слѣдовательно  находимъ 
ЪодФ(^)=шЪод^ — тЪод^ Ъті — —  т^Ъодт  4-  -і-  т2  т(т)= 

а  въ  силу  (8)  мы  находимъ,  пренебрегая  конечными  факто- 
рами: 

и  сдѣд.  для  реальнаго  #  >  о  имѣемъ 

На  методъ,  которымъ  ми  получили  формулу  (10),  мы 
обращаемъ  вниманіе  читателя  въ  виду  его  практической  по- 
лезности. 

Формула  (10)  выведена  въ  предположеніи  #  реальнаго  и 
болыпаго  нуля,  но  она  даетъ  представленіе  о  ростѣ  функціи 
Ф(#)  вообще  до  извѣстной  степени:  для  #  съ  модулемъ  очень 
болыпимъ  она,  быть  можетъ,  даже  есть  вѣрное  асимптотиче- 
ское выраженіе;  но  это  изслѣдованіе,  требующее  деликатныхъ 
соображеній,  мы  оставляемъ  въ  сторонѣ. 

Формула  (10)  при  8=г  можетъ  дать  также  нѣкоторое 
довольно  близкое  представленіе  о  числѣ  корней  ф(#)=0  въ 
кругѣ  радіуса=г. 

3.  Вліяніе  аріументовъ  пулей  па  ростъ  модуля  кано- 
иическаго  произведенія  Вейерштрасса. 

Роль  и  вліяніе  аргументов!»  нулей  на  ростъ  функціи, 
вообще  говоря,  трудно  изучаемо,  и  въ  данномъ  параграфѣ  мы 
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лишь  слегка  задѣнемт>  эту  трудную  проблему  на  примѣрѣ 
изученія  каноническихъ  произведеній  Вейерштрасса.  Возьмемъ 
сначала  функцію  нулевого  ^епге'а 

Отсюда 


если  фп>2  —  разстояніе  точки  в  отъ  п — го  нуля  ап. 

Между  прочимъ  изъ  (2)  мы  замѣчаемъ  непосредственно, 
ища  шах.  |  <р(я)  |  на  кругѣ  радіуса=:г^=  |  #  |  ,  что  этотъ 
тахітит  зависитъ  и  обусловленъ  тахітит'омъ  фактора  р^; 
но  отвѣтъ  на  послѣднюю  проблему — ясенъ:  рп>г —  тахітіші, 
когда  0  дальше  удалено  отъ  п-то  нуля,  а  при  данномъ  |  з  \  =г, 
когда  разность  аргументовъ  ср  и  <рн  есть  л-,  если  #=гег? 
и  ап—гпещп.    Поэтому  можно  утверждать  справедливость 

слѣдующей  теоремы: 

(Аг)  Теорема.  Если  нули,  д)(з) — функціи  уепгёа  нуль 
лежать  всѣ  внутри  угла 

<2>Л<<Л  <я",  »=1,2,3,  .  .  .  .  ,  оо, 

то  тахітит  |  <р(з)  \  на  периферіи  круга  радъуса—г— 
|  я  |  находится  на  дугѣ  противоположной  дугѣ  (\рг — \р0) 
периферіи  круга. 

Эта  теорема,  несмотря  на  свою  простоту, — интересна. 

Дадимъ  обобщеніе  только  что  данной  теоремы! 

Пусть  теперь 

^=Н(1+І)  ^+ ^  Ѣ 

и  если  порядокъ  сходимости  нулей  есть  причемъ 

&<р<Р+1  (4), 
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то  при 


мудуль  есть 


а» '  <  \8    <  \  а 


т+1 


(5) 


ІТ 


а, 


— ь  + 


ра. 


II 


(6). 


Предположимъ,  что  всѣ  нули  ф(з)=о  лежать  внутри 


угла 


(7) 


Возьмемъ  теперь  г  столь  болыпимъ,  чтобы  превалирую- 
щимъ  въ  (6)  былъ  членъ 


гР+1  ^  Сов(р  + 1)  (99— <рп) 
Р 


і2 

т-\-і 


г  р+і 

71 


что —возможно,  если 


*2  г  р 


п 


Пусть  далѣе  8  движется  по  периферіи  круга  радіуса  г; 

въ  какой  части  этой  периферіи  круга  лежишь  тахгтит 
I  Ш  I  ? 

Первый  факторъ  указываетъ,  что  его  нужно  искать  на 
дугѣ  противоположной  дугѣ  (со2 — а^)  нашей  периферіи;  тре- 
тій-же  факторъ  говорить,  что  его  нужно  искать  на  тѣхъ 
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дугахъ  периферіи,  принадлежащихъ  секторамъ,  для  коихъ 

т+і 

На  основаніи  соображеній  параграфа  21-го  главы  П-ой 
мы  можемъ  все-же  утверждать,  что  превалирующей  третій 
факторъ  въ  (6)  раздѣлитъ  всю  плоскость  на  2(р-ь1)  секто- 
ровъ,  внутри  коихъ  модуль  |  ср(2)  |  то  убываетъ,  то  возра- 
стаетъ  поперемѣнно,  а  потому  имѣемъ: 

(А2)  Теорема.  Если  намъ  дана  функцгя  депгёа  р,  то  ея 
модуль  тахгти^мъ  \  (р(я)  \  находится  въ  тѣхъ  частяхъ  дуги 
противоположной  дугѣ  {со2 — а^)  периферіи  круга  радіуса  г, 
которыя  на  ней  будутъ  вырѣзаны  секторами,  внутри  коихъ 
|  (р(я)  |  возрастаетъ,  причемъ  предполагается,  что  пули 
(р(з)=0  лежать  внутри  угла 

«і<9^<«25  »=М,  .  .  .  оо  . 

Изученіе,  которое  мы  только — что  произвели,  приводить 
насъ  къ  постановкѣ  слѣдующей  довольно  общей  проблемы: 

Нельзя-ли  указать  методы  и  пріемы  для  рѣшенія  вопроса 
о  существовали  у  функиіи  какого-либо  порядка  (конечнаго, 
безконечнаго,  нулевого)  опредѣленныхъ  секторовъ  или  даже 
только  лучей — вектэровъ  и  распредѣіенги  тѣхъ  и  другихъ 
на  плоскости  комплексная  перамѣннаго,  причемъ  упомянутые 
секторы  и  лучи  должны  обладать  тѣмъ  свойствомъ,  что  мо- 
дуль цѣлой  функціи  въ  указанныхъ  областяхъ  остается  ниже 
нѣкотораго  конечнаго  числа,  напр.,  единицы? 

Проблема  такъ  поставленная  представляетъ  несомнѣн- 
ный  интересъ,  и  кромѣ  того  мы  сейчасъ  же  замѣчаемъ  ея 
близкое  родство  съ  изслѣдованіями  ЖШад-Ъе^Іег }а  и  РІыад- 
тегіа. 

Относительно  цѣлыхъ  функцій  и  ихъ  свойствъ  въ  родѣ 
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упомянутыхъ  мы  уже  дали  нѣсколько  соображеній,  замѣ- 
чавій  и  теоремъ  (См.,  напр.,  §  21,  гл.  II). 

Скажемъ  теперь  еще  нѣсколько  словъ  относительно  по- 
добной проблемы  въ  отношеніи  каноническихъ  произведеній: 
послѣднія  иногда  непосредственно  даютъ  отвѣтъ  на  поставлен- 
ную проблему,  какъ  это  уже  мы  видѣли  на  теоремахъ  (Ах)  и 
(А2)  настоящаго  параграфа. 

Напр.,  если  бы  мы  искали  ту  область  плоскости  комп- 
лексна™ перемѣннаго,  на  которой  |  |  <;  1,  причемъ 
<р(я)  опредѣлена  формулой  (1),  то,  какъ  видно  изъ  структуры 
фактора 


1  + 


а 


2  --Сов{(р—(ри) 


тіпітит'ъ  его  будетъ  при  у: — (рп=0,  а  отсюда  заключаем^ 
что 

(А8)  Теорема.  Модуль  функціи  9с(#),  опредѣленной 
ур-іемъ(\),  долженъ  принимать  минимальный  значены  вбли- 
зи линіи,  соединяющей  нули  функціи  (1). 

Авотъ  еще  теорема,  которая  кажется  съ  перваго  взгля- 
да нѣсколько  парадоксальной.  Пусть  намъ  дана  функція 
депге'а  1  вида 


0>), 


гср 

и  пусть  всѣ  ея  нули  расположены  внутри  угла,  если  ап=гпе  п 

(10) 

(^=1,2,  .  .  .  со). 
Опредѣлимъ,  въ  какомъ|секторѣ  плоскости   |  Д#)  |  <1. 


Я"  7Г 

-Г<У«<+  х 


Если  г=ге 


то 


-2- 


1 — 


СО  8 


(<Р—9п)  [ 


(10'). 


Теперь,  если  мы  требуемъ,  чтобы 
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I  №  I  <1 

на  опредѣ.іенномъ  лучѣ,  то  для  этой  области  нужно,  чтобы 

діо0і/м_!_ 

(п). 


при  какомъ  угодно  г  \ 
Изучимъ  сначала  лишь  факторъ 


Ьод 


т.  е.  вмѣсто  (11)  изучимъ  прежде 

г— гпСо§{ср— <рп) 


+  _  С08((р-<рп), 


йЬод\Ея\  _ 

йг  г*  +  г\—2ггпСоз{(р—(рп)  '  гп 

Полагая 


—  С08(р—<рп). 


6%п=г*  +  г\—ЪггпСов(ф—ф^і 
мы  послѣ  пустыхъ  передѣлокъ  находимъ: 
рШд\Ея  \  =г|  _ГпСоз2(9_9  і)  +  гСо8((р_грп)\  (12) 
Пусть 

<Р—*Рп=г  (13), 

тогда 


г|  гпСо$2т—гСо8т  |  (14). 


Чтобы  знаки  сдѣлать  въ  скобкахъ]  1  одинаковыми,  мы 
положимъ 

7"=6>  +  Я:  (15), 

такъ  что 

9 
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дп*  йЬ°Р1Е"  '  =  -г  {  ГпСоз2сО  +  гСо8СО  \  (16). 
Отсюда  уже  видно,  что  (11)  будетъ  удовлетворено,  если 

Л"  Л  7Т  7Т 

 Г  <"<—  и  2-  <2о<  —  , 

т.  е.  если 

Л"  Л" 

— г<6,<—  (17)- 

Изъ  (17)  при  помощи  (15)  и  (13)  выводимъ 

л*  5  л"  л*  5л 

-^<^<  —  или  —  <с<р-<рп<  —  (18). 

Неравенства  (18)  говорятъ  намъ,  что,  если  при  существо- 
ваніи  (10)  (р  связано  условіемъ 

я  ^    ^  5л-  Зл    _  5л: 

-у  +  9>*<0><—  +       или  —  <Р<  —  (19), 

то  условіе(Н)  будетъ  удовлетворено,  и  мы  находимъ  слѣдую- 
щій  результатъ: 

(А4)  Теорема.  Функиія  депгёа  одипъ  вида  (9)  имѣешъ 
свой  модуль  |  ((я)  |  убывающим*  и  <1  м#  какомъ-нибудъ 
лучѣ  въ  углу  противоположно мъ  углу  нулей,  который  опре- 
дѣленъ  условіемъ  (10). 

Результатъ — нѣсколько  парад оксальный,  ибо  казалось 
бы,  что  такой  областью  должна  быть  область  близкая  къ 
нулямъ,  между  тѣмъ  область  съ  такими  лучами  отброшена 
въ  противоположную  сторону  углу  нулей.  Парадоксъ  объясня  - 
ется  вліяніемъ  экспоненціальнаго  фактора. 

4.  Нѣиоторыя  теорѳяы  алгебры  и  каноничѳскія  произве- 
дена Вейѳрштрасса. 

Извѣстная  теорема  ВоНе'я  въ  алгебрѣ,  утверждающая, 
что  между  двумя  реальными  корнями  полинома  всегда  суще- 
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ствуетъ  одинъ  или  нечетное  число  корней  его  производной, 
можетъ  быть  перенесена  также  и  на  функціи  траасцендент- 
ныя  какого  угодно  ^епге'а;  такъ,  напр.,  извѣстно  также,  что  у 


рапР 


съ  а-  реальными  производная  /''(#)=0  между  каждыми  двумя 
ак  и  ак+1  обладаетъ  также  реальными  корнями  и  притомъ 
нечетнымъ  числомъ. 

Значеніе  этой  теоремы  въ  теоріи  каноническихъ  произ- 
ведены Вейерштрасса  еще  больше,  чѣмъ  въ  теоріи  полиномовъ, 
ибо  она  въ  случаѣ  существованія  у  Д^)=гО  только  реальныхъ 
корней  непосредственно  сейчасъ  же  говоритъ  намъ,  что  депге'ъ 
Д#)  есть  тоже  рі  въ  чемъ  убѣждаемся  сейчасъ  же  изъ 
сходимости  ряда 


Даже  больше:  допустимъ,  что 


причемъ  Рх{2) — полиномъ  только  комплексные  корни  имѣю- 
щій,  а  Ра(#) — произведете  ^епге'а  р  съ  только  реальными 
корнями;  тогда  Ьадеигге  доказалъ,  что  ^еиге'ъ  такой  функціи 
есть  тоже  р.  (Сравни  ВогеІ.  Ьёсопз  8иг  Іез  іопсііопз  епііёгез, 
р.  37). 

Мы  не  будемъ  вдаваться  въ  детальныя  изслѣдованія  роли 
теоремы  ВоПе'я  и  лишь  только  считали  нужнымъ  упомянуть 
о  ней  и  ея  Тгадгѵеіі,  какъ  сказали  бы  нѣмцы,  въ  теоріи 
цѣлыхъ  трансцендентныхъ  функцій. 

Не  менѣе  интересной  является  другая  теорема,  можно 
сказать,  забытая,  но  очень  полезная  для  теоріи  ур-ій  какъ 
полиноміальныхъ,  такъ  и  трансцендентныхъ.  Впервые  эта 
теорема  была  высказана  Оаизз'омъ  (^Ѵегке,  В.  3,  р.  112), 

9* 
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а  на  случай  комплексвыхъ  перемѣнныхъ  она  была  перенесена 
Ьисая  (С.  К.  89,  р.  224)  и  формулирована  она  была  такъ: 

„Тоиі  сопіоиг  Гегтё  сопѵехе  епѵігоппапі;  1е  §гоире  йез 
роіпіз  гасіпев  (1е  І^иаііоп  ргорозёе  епѵігоппе  аивзі  1е  ^гоире 
<1е8  роіпіз  гасіпез  <1е  Гёдиаііоп  (Іегіѵёе. 

Геометрическое  ея  доказательство  было  дано  УѴгіігп^шъ 
(2еіі8сЬг.  йіг  МаіЬ.  шкі  РЬуз.  30,  1885,  р.  274). 

Несомнѣнно  ею  можно  пользоваться  съ  успѣхомъ  въ 
случаѣ  произведеній  вида 


и  примѣненіе  ея  даеть  массу  легко  доказуемыхъ  теоремъ  для 
случая  функцій  нулевого  порядка.  Напр. 

1°  Теорема.  „Если  функцгя  нулевого  порядка  обладаешь 
только  реальными  нулями,  то  нули  ея  производной  и — даже 
больше — нули  всѣхъ  ея  производныхъ  суть  тоже  реальны". 

Или  еще: 

2°  Теорема.  Если  функцгя  нулевого  порядка  обладаешь 
нулями,  лежащими  лишь  на  одномъ  лучѣ,  то  нули  всѣхъ 
ея  производныхъ  лежать  на  томь  же  лучѣ. 

Теорема  2° — уже  менѣе  очевидна;  обѣ  ихъ,  конечно,  мож- 
но доказать  метод омъ  геоіисііо  аа1  аЪзигоІит  аналитически. 
Или,  напр.,  такая  теорема  уже  сразу  вовсе  неочевидная: 

3°  Теорема.  „Если  мы  имѣемъ  на  плоскости  комплек- 
снаго  перемѣннаго  я  секторь  сь  вершиной  8,  и  если  нули 
функцги  нулевого  порядка  расположены  сь  одной  стороны 
на  лучѣ  8  А  вь  перечислимомь  числѣ,  а  сь  другой  стороны 
также  въ  перечислимомь  числѣ  на  лучѣ  82?,  то  нули  ея 
производной  расположены  внутри  сентора,  но  не  на  нонтурѣ. 

Послѣдняя  теорема  является  уже  далеко  неочевидной. 
Ради  иллюстраціи  ея  аналитически  мы  дадимъ  одинъ  примѣръ, 
подтверждающій  ее.  Пусть 


ОО 
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такъ  что  нули  у  насъ  расположены  на  двухъ  лучахъ:  на  оси 
реальныхъ  значеній  #  и  на  биссектриссѣ  положительнаго 
прямаго  координатнаго  угла;  вершина  О  есть  начало  коор- 
динатъ.  По  теоремѣ  слѣдуетъ,  что  нули  <р'(х)=0  должны 
лежать  внутри  полигона  нулей,  т.  е.  внутри  сектора  ЛОВ, 
если  АО —  реальная  ось,  ОВ — биссектрисса,  составляющая 
л* 

— —  съ  АО;  убѣдимся  въ  этомъ  аналитически!  Изъ  (1)  полу- 
чаем ъ 

Ф,=2\-±-г  +  — ы 

(р(#)  \0 — Пг  2  —     — 1П2\  ѵ  ' 


Пусть  корень  <р'(з)=0  есть  а=а  +  ів;  тогда,  раздѣляя 
и  приравнивая  порознь  нулю  реальную  и  мнимую  части,  мы 
получимъ: 


а — п' 


а — п 


2\2 


_  (а— п2)2  +  В2       (а--п2)2  +  (В—п2) 


=  0 


(3) 


2- 


В 


В — п' 


[_(а-п2)2  +  В2    '    (а—п2)2  +  (В—п2)2 


=  0  (4), 


Теперь  будемъ  дѣлать  относительно  нулей  (р'(х)=0  раз- 
личныя  предположенія: 

Гипотеза  1°:  Нули  фХх)=Ъ  суть  реальны;  тогда  В=0, 
и  (4)  приводится  къ 

П  =0 
Л"  (а—пу+п*  ' 

I 

что — невозможно;  слѣд.  реальныхъ  нулей  нѣтъ  у  <р'(х)=0. 
Гипотеза  2°:  нули  (р'(х)=0  лежатъ  на  биссевтриссѣ, 
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и  слѣд.  а=а  +  ш;  тогда  (3)  и  (4)  даютъ 
а — п2  1 


2- 


2- 


(а — *г2)2н-а* 


2(а- 


а 


^Ь0 


0. 


(а— и2)2  +  а2    '  2(а- 

I 

Вычитая  же  изъ  нижеяго  уравненія  верхнее,  мы  найдемъ: 


Лп  {а—п2)2  +  а2 


что — невозможно,  а  потому  на  лучѣ—биссектриссѣ  у  <р'(х)—0 
также  нѣтъ  нулей;  слѣд.  вообще  на  контурѣ  сектора  АОВ 
нулей  не  сугцествуетъ  у  (р'(х)=0. 

Гипотеза  3°:  пусть  а=а+і/3,  причемъ  а>0,  в<$.  Въ 
этомъ  случаѣ,  полагая  8= — б,  мы  изъ  (4)  получаемъ: 


2- 


б+П' 


=  0. 


что— также  невозможно,  и  слѣд.  я^лвй  ср'(х)=0  въ  четвер- 
томъ  углу  координатныхъ  осей  также  нѣтъ. 

Гипотеза  4°:  пусть  а—а  +  ів\  а<С0,  /?<0;  но  въ  этомъ 
случаѣ  лѣвыя  части  (3)  и  (4)  даютъ 


2 


Г      а — п2  

»  [  (а-02+~^ 


а — п' 


2\2 


а-гіг?  +  {в—пг) 


<0, 


і 


/3° 


г— 


<0, 


и  слѣд.  у  9р'(ж)=0  кшяг  также  нулей  и  въ  третьемъ  коор- 
динатномъ  углу  осей  координатъ. 
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Гипотеза  5°:  пусть  а—а  +  іВ',  #<0,  а=—а1  <0. 
Въ  данномъ  случаѣ  изъ  (3)  имѣемъ. 


а1  +  п* 


_(а1+п')2  +  а12    '  {ах+п2)2+(В'—п2)2 


<0, 


и  слѣд.  у  (р'{х)—§  нѣтъ  также  пулей  и  во  второмъ  коор- 
динатномъ  углу. 

Гипотеза  6°:  остается  предположить  еще,  что  нули  зак- 
лючаются въ  первомъ  координатномъ  углу  выше  биссектрис- 
сы  ОБ;  тогда  а=а  +  іВ  и  /?>  а>0. 

Вычитая  же  (3)  изъ  (4),  имѣемъ: 


!     а — В—п 


'       и — /О  —  п  ОС — В 


<0, 


ибо  а<8. 

Такимъ  образомъ  у  фупкцги  9>'(#)— 0.  какъ  говоритъ 
наша  теорема  3",  нули  лежать  всѣ  внутри  сектора  АОВ 
и  нѣтъ  ни  одного  изъ  нихъ  на  контурѣ  сектора, 

5.  Кстати  о  нуляхъ  функціи  нулевого  порядка  можно 
сдѣлать  еще  одно  замѣчапіе.  Пусть 


тогда 


<р(х) 


у;л  _2_=о 

гСо8Ѳ-гяСоз9п-  і{г8іпѲ-гп8іпѲп) 

—    Л  $   2  — 

I  П 

гдѣ  8п — разстояніе  п-  го  нуля  аГІ—гпеіВп  отъ  точки 


я=гес 
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Посдѣднее  уравненіе  распадается  на  два: 


I  П  I  П 


(2) 


Уравненія  (2) — интересны  въ  томъ  отношеніи,  что  они 
допускаютъ  механическую  интерпретадію:  въ  самомъ  дѣлѣ, 
примемъ  нули  (р(х)=^0  за  точки,  въ  которыхъ  сосредоточены 

111 
массы  д  т  ,    -гт  >  •  •  •  ?  л~2  '  •  •  •  • — соотвѣтственно  въ 

точкахъ  ап  а2,  .  .  ,  а^,  ....  нашей  плоскости;  тогда  м^/дъ 
производной  <р'(х)=0  есшьцентръ  тяжести  нашего  полиго- 
на нулей.  Пользуясь  этимъ  обстоятельством^  мы  покажемъ 
теорему  Ьисаз'а — Гаусса  (Сравни  тоже  самое  въ  удивитель- 
номъ  мемуарѣ  Етезі  Сёваго  „Кетащиез  зиг  Іез  ктсііопз 
МотогрЪез"  Оіогпаіе  йі  МаІЬ.  1884,  Ѵоі.  22,  р.  195,  на- 
писанномъ  имъ  еще  въ  бытность  его  студентомъ  въ  Римѣ, 
т.  е.  совсѣмъ  еще  въ  юношескомъ  возростѣ). 

Пусть  б1— какой  нибудь  нуль  <р!(х)=0,  причемъ  х=геіѲ. 

Ведемъ  какую-либо  прямую  чрезъ  5;  ея  уравненіе  пусть 
будетъ 

у—г8іпѲ=т(х—гСо8Ѳ)  (3) 
{т —произвольно) 

Опускаемъ  изъ  каждаго  нуля  ап  перпендикуляры  на 
прямую  (3);  ихъ  длины  съ  соотвѣственными  знаками  будутъ 


гп8іпѲ} 


г8іпѲ — т  (гп  СозѲп-~  гСозѲ) 


Возьмемъ  теперь  сумму 


2- 


1» 


(4) 
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Замѣняя  с[п  здѣсь  его  предыдущими,  выраженіемъ,  мы 
находимъ  при  помощи  (2),  что 

І?»|т=0  (5) 

I 

и  слѣд.  прямая  8  должна  быть  такъ  расположена,  что 
нули  д)(х)—0  расположены  по  обѣ  ея  стороны,  т.  е.  о  па 
должна  проходить  внутри  полигона  нулей,  иначе  с[п  будетъ 
одного  знака,  и  (5)  никогда  не  можетъ  быть  удовлетворено. 

6.  Алгебра  и  тѳорія  роста  функцій.  За  послѣднее  вре- 
мя въ  математической  литературѣ  можно  отмѣтить  одну  ярко 
выраженную  общую  тенденцію:  именно  стремленіе  сдѣлать 
болѣе  точными,  чѣмъ  это  до  сихъ  поръ  извѣстно,  существен- 
нѣйшіе  и  важнѣйшіе  пункты  алгебрическаго  рѣшенія  алгеб- 
рическихъ  уравнепій,  напр.,  задать  возможно  точный  тахі- 
тит'ъ  или  тіпітит'ъ  корней  предложенная  уравненія  п — ой 
степени,  или  изучить  предѣлы  корней  въ  случаѣ  уравненія 
съ  пустотами  въ  видѣ 

р(х)=а0  +  агхрх  +  а2хР*  + .  .  .  +  апх?Л  ] 

1^>1<^2<Рз<-  •  -<Рп  І 

Въ  этомъ  направленіи  подобнаго  рода  вопросы  уже  были 
рѣшаемы  въ  русской  математической  литературѣ  II.  Л.  Чебы- 
шевымъ;  упомянемъ,  напр.,  здѣсь  его  работу  „8иг  Іез  ^ие§- 
Ііопз  ае  тіпіта  диі  зе  гаіисііепі  а  1а  гёргёзепіаѣіоп  аррго- 
хітаѣіѵе  сіез  клісѣіопз"  (Оеиѵгез,  Т.  I).  Изъ  современныхъ 
же  математиковъ,  занимавшихся  подобными  вопросами,  можно 
указать  Ьапоіаи  (Аппаіев  ае  ГЕсоІе  Шгтаіе,  1907.  8иг  аиеі- 
аие§  дёпёгаіізаііопз  іЪёогёте  а1  и  М.  Ргсагё)  и  Ъ.  Ѣе^еіг 
„Кіеіпзѣе  ЛѴиггеІ  аег  аІ^еЪгаізспеп  Сгіеіспип^еп  (МаіЪ.  Апп 
Б.  65). 

Въ  указанныхъ  работахъ  читатель  найдетъ  много  тео- 
ремъ  чисто  аліебрическихъ,  полученныхъ  однако  путемъ  вовсе 
не  алгебрическимъ,  а  оэщефункціоналънымъ,  если  можно  такъ 
выразиться,  причемъ  въ  изслѣдованіяхъ  играетъ  главную  роль 
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теорема  Ргсагй'а  въ  обобщении  Ъапйаи,  который  задалъ  ве- 
личину радіуса  круга  для  функціи  цѣлой  и  трансцендентной, 
не  принимающей  внутри  этого  круга  ни  значеніе  нуль,  ни 
значеніе  1. 

Куръезенъ  тотъ  фактъ,  что  теоремы  типа  РісагсГа,  не- 
сомвѣнно  существующія  для  чисто  алгебрическихъ  уравневійг 
не  поддаются  о*ткрытію  чисто  аліебрическимъ  путемъ.  Не  ме- 
нѣе  лкбопытнымъ  является  и  то  обстоятельство,  что  теорема 
Гаусса — Ъиса^а  оказалась  удивительно  плодотворной  въ  изы- 
сканіяхъ  только  что  обрисованнаго  типа,  каьъ  показалъ 
1?е]ег  (Іос.  сіі.).  Напомнимъ  эту  теорему  еще  разъ: 

(А)  Теорема  Гаусса.  Пусть  д:(я)=0~ произвольное  алгеб- 
рическое  уравнение  и  аг  а2  .  ,  .  .  ,  ап — травные  его  корни 
соотвѣтственн о  кратности  к 17  ю2,  .  .  .  .  ,  кп,  Представимъ 
себѣ  въ  точка хъ  плоскости  а2,  .  .  .  ,  ап  сосредоточен- 
ными массы,  пропорціона  ьныя  соотвѣтственно  числамъ 
кг,  к2,  .  .  .  .  кп,  и  взаимный  силы  притяженгя  пусть  про- 
порціональны  масса мъ  и  обратно— пропорцгональны  разстоя- 
ніямъ  какой-либо  точки  плоскости  г  отъ  точекъ  аг\  тогда  подъ 
вліяніемъ  дѣііствующихъ  силъ  масса  я*  останется  въ  равно- 
вѣсіи  при  условіи 

<"«.. «.  «->• 

Другая  формулироіка  ьюй  же  теоремы  дана  нами  въ 
редакціи  Ьиса&ъ.  въ  §  4  настоящей  главы;  тамъже  мы  обна- 
ружили и  ея  полезность,  устаЕОвввъ  три  теоремы  при  помо- 
щи ея;  мы  обнартжимъ  ея  пол^зеость  въ  нѣсколіко  друтомъ 
направленіи.  Прежде  всего  погажемъ  теорему: 

(В)  Теорема.  Тадгуса  круга,  въ  которомъ  уравнеме 

а^  +  а^х  .  .  ,  +  апхп=0  (1) 

обладаетъ  по  крайней  мѣрѣ  однимъ  ксрнемъ,  причемъ  корень 
можетъ  оказаться  иногда  на  периферт  к]уга,  не  превы- 
шаешь величины 
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п 


1 


Въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  ж— — ,  тогда  (1)  превращается  въ 

У 


(2). 


Теперь  по  теоремѣ  Гаусса-Ьисаз  наиболыпій  корень 
(2)  по  модулю  несомнѣнно  больше  иаиболъшаю  корня  произ- 
водной (тоже  по  модулю) 

папУ^  +  іп—І^у"-**.  . 

Наибольшій  же  корень  этого  послѣдняго  больше  въ  свою 
очередь  наиболыпаго  корня  уравненія 

п{п— \)а^п~2  +  {п-  1)(п— 2)ахуп~3  +  .  .  .=0 

и  т.  д. 

Словомъ  наиболыпій  корень  (2)  больше  корня  уравненія 
па^у  +  ах—^ 

по  своему  модулю;  иными  словами,  называя  модуль  наиболь- 
шая корня  уравненія  (2)  черезъ  и,  мы  можемъ  писать 


п 


(3) 


Но  если  /и  есть  модуль — тахіт'альный  среди  модулей 
корней  (2),  то  А=  —  есть  модуль  минимальнаго  корня  (1), 


и 


и  слѣд.  мы  можемъ  писать  изъ  (3) 


(4), 


т.  е.  наша  теорема — справедлива.  Само  собой  разумѣется, 
что  теорема  наша  имѣетъ  мѣсто  лишь  для  уравненія,  въ  ко- 
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торомъ  всѣ  коэффиціенты  отличны  отъ  пуля:  для  уравненій 
же  съ  недостающими  членами  имѣетъ  мѣсто  теорема  'Реуег'ъ, 
(Маіп.  Апп.  65),  обобщающая  только  что  данную.  Въ  виду 
того,  что  доказательство  также  основано  на  принцгіпѣ  Гаус- 
са—Ьисаз'ь,  мы  дадимъ  ее  безъ  доказательства: 

(С)  Теорема  Резег'а.  Уравненіе  вида 

а0-^а1хРі  +  аііхР2^.  .  .  +  апхѴп  =0 

обладаешь  по  крайней  мѣрѣ  на  кругѣ  или  внутри  круга 
радіуса 

і 


х  < 


I   Р*Рз  Ѵп  

1(Р9-Рі)(Рм—Рі)  •  •  •  •  (Рп—Рі) 


Рп 


однимъ  корнемъ. 

Слѣдствіе  1°  изъ  теоремы  ~Ре^ег\\  Въ  виду  того,  что 


Далѣе 


Рз  ^ 


Рі—Рі 


1  + 


Ріс 

Рь+Рі 


1\ 


Р2—Р1 


а  потому  въ  теоремѣ  (С)  верхній  предѣлъ  для  |  х  |  можно 
замѣнить  черезъ 


(рг  +  1){рх  +2) .  .  .  (^+и—І) 
п-Ѵ. 

Слѣдствіе  2°:  уравненіе  вида 


ал 


а0  +  ахх  +  а2хѵ^  + 


+  ахрп  —0 


обладаетъ  по  крайней  мѣрѣ  однимъ  корнемъ  на  периферіи 
круга  или  внутри  круга  радіуса 
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г^п 


Отсюда  мы  видимъ,  что  главную  роль  въ  теоремахъ 
Ееуег\  играетъ  не  степень  уравненія,  а  число  членовъ  урав- 
неиія  съ  множителемъ  х\  результатъ  нашъ  совпадаетъ  съ 
результатомъ  Ефг'а  лишь  въ  случаѣ  уравненія  полнаго, 

Примѣненія  теоремы  Ре^ег'а,  могутъ  быть  очень  разнооб- 
разны; такъ,  напр.,  мы  доказываемъ  справедливость  такой 
теоремы,  напоминающей  нѣсколько  теорему  Чебытева  въ  этомъ 
же  родѣ  (См.  Оеиѵгез,  Т.  I  р.  306): 

(В)  Теорема.  Всякгй  полиномъ  нечетной  степени  вида 

х  +  аъх*  \-аьхъ  +  .  .  .  +  я27_и#2"+1 

принимаетъ  по  крайней  мѣрѣ  разъ  значеніе  единицу  въ  кру- 
гѣ  опредѣленнаго  радіуса,  именно  В  п. 

Или  вотъ  еще  теорема  аналогичная  теоремѣ  Чебытева: 

(Е)  Теорема  „Всякій  полиномъ  вида 

х  +  агхРі  н-  а2хр*  + .  .  .  +  апхѴп 

принимаетъ  въ  кругѣ  радіуса  В^.(п+\)  по  крайней  мѣрѣ 
одинъ  разъ  значеніе  Iй. 

Все,  что  до  сихъ  поръ  мы  сказали  о  примѣненіи  прин- 
ципа Гаусса — Висаз'а,,  является  въ  высшей  степени  интерес- 
нымъ,  и  мы  сейчасъ  же  невольно  обнаруживаемъ  связь  тео- 
ремы (В)  или  (Е)  съ  теоремой  РісагоѴъ,  о  значеніяхъ,  кото- 
рыхъ  данная  цѣлая  трансцендентная  функція  принимать  не 
можетъ. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  намъ  дана  цѣлая  трансцендент- 
ная функція  вида 

<р(х)=а0  +  а1хРі  +а2^2  +  .  .  .  +  апяРп+  (5), 

у  которой  показатели  рѵ  р2,  .  .  .  растутъ  по  какому  либо 
закону. 
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Будемъ  изучать  рядъ  (5)  какъ  предѣлъ  полиномовъ  по- 
слѣдовательно  степеней  р^  р2,  .  .  .  ,  рп,  .  .  .  Для  каждаго 
изъ  такихъ  полиномовъ  найдемъ,  пользуясь  теоремой  Ееуег'а,, 
послѣдовательно  радіусы  круговъ,  внутри  коихъ  каждый  изъ 
нихъ  обладаетъ  по  крайней  мѣрѣ  однимъ  корнемъ;  тогда  для 
полинома  к — го  по  счету  радіусъ  будетъ  опредѣленъ  форму- 
лой (на  основаніи  теор.  (С)) 


1 


ѵ      р2  )  \      ръ)        \  рп) 


(6) 


Беря  все  большее  число  членовъ,  т.  е.  увеличивая  к,  мы 
можеыъ  задаться  вопросомъ  опредѣленія  ІітВк\  пусть  пре- 

&=оо 

дѣлъ  произведенія  \\(  1  —  -^-Л  существуетъ,  т,  е.  пусть 

2    ^         Ра  ' 

 (конечное  число)  (7), 


тогда 


Ііт  Вк<^ 


а, 


да, 


р, 


(8) 


и  слѣд.  для  ряда  (5)  всегда  существуетъ  кругъ,  внутри  ко- 
тораго  онъ  имѣетъ  по  край  вей  мѣрѣ  одинъ  корень,  и  слѣд. 
для  такого  ряда  саз  ЯехсерЫоп  РісагсРа, — невозможно.  Сооб- 
раженія  эти  формулируются  въ  слѣдующей  теоремѣ: 

(Е)  Теорема  Резег'а.  Если  намъ  дат  рядъ  (5),  и  ест 
показатели  рі  растутъ  такъ,  что 


сход,  рядъ. 


то  въ  кругѣ  радіуса 
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«1*7 


функція  всегда  обладаешь  корнемъ,  причемъ 


9 


Пользуясь  этой  теоремой  ~Реуег\,  мы  въ  состоя  ніи  за- 
дать безчисленное  множество  цѣлыхъ  трансцендентныхъ  функ- 
дій,  которыя  не  могутъ  быть  представлены  какъ  е№) ,  гдѣ  бы 
д(х)  была  полиномомъ  или  цѣлой  трансцендентной  функцій. 

Выводы,  которые  можно  сдѣлать  изъ  изслѣдованій 
Тереть,  особенно,  если  мы  ихъ  комбинируемъ  съ  нашими  собст- 
венными замѣчаніями  въ  §  8  главѣ  1-ой,  являются  довольно 
любопытными,  именно  можно  утверждать  такое  положепіе,  въ 
справедливости  котораго  мы  убѣждены: 

(К)  Теорема:  Если  мы  имѣемъ  функцгю  вида 


*(*)=  2 


<р(п) 


такую,  что 


= сходящіися  рядъ, 


а  роешь  (р(п)  при  возрасшаніи  п — таковъ,  что  для  даннаго 
|  х  |  —г  роешь   |  Ф{х)  |   обусловлень  лишь  роешомъ  одного 
члена  тахітиігіа,  то  функиіи  Ф{х)  имѣеть  безконечно  много 
корней  {иногда  даже  реальныхъ). 

Любопытнымъ  оказывается  тотъ  фактъ,  что  на  ростъ 
функціи  и  на  вопросъ  о  нуляхъ  овазываетъ  такое  громадное, 
почти  исключительноз  иногда  вліяніе  завонъ  роста  показа- 
телей ряда. 

Между  прочимъ  сдѣлаемь  еще  одно  нелишенное  инте- 
реса нримѣчаніе  къ  теоремѣ  (Р).  Формула  Ге^ег'а  длярадіу- 
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са  круга,  внутри  котораго  <р{%)—  цѣлая  трансцендентная 
функція  обладаетъ  по  крайней  мѣрѣ  однимъ  нулемъ,  имѣетъ 
такой  видъ: 

ь 


7с=  оэ 


I 

Ѵх 

Рі  '  - 

аг 

или  же  согласно  предыдущимъ  означеніямъ 


да, 


Отсюда  мы  сейчасъ  же  дѣлаемъ  интересный  выводъ: 
прибавленге  сопзіапѴы  С  къ  ряду  существенно  мѣняетъ  ра- 
дгусъ  круга,  заключаюшаго  нулевыя  мѣста, — онъ  можетъ  то 
расти,  то  убывать  отъ  прибавленія  С.  Не  шенѣе  интереснымъ 
является  и  роль  показателя  рх  перваго  члена  съ  х  отлич- 
наго  отъ  нуля:  съ  ростомъ  рх  радіусъ  круга  В  приближается 
къ  постоянному  числу  „единицѣ". 

7.  Обыкновенные  полиномы  и  теорія  роста  функцій. 
Несомнѣнно,  цѣлыя  трансцендентныя  уравненія  были  бы  ус- 
пѣшно  рѣшаемы  при  опредѣленіи  ихъ  корней,  если  бы  ал- 
гебра давала  болѣе  опредѣленныя  свѣдѣнія  относительно  роста 
корней  и  ихъ  распредѣленія  на  плоскости,  чѣмъ  къ  сожа- 
лѣнію  она  не  обладаетъ. 

И  несомнѣнно  ради  созданія  общаго  метода  опредѣленія 
корней  цѣлаго  трансцендентваго  уравненія  нужно  углубить 
еще  больше  ваши  современные  методы  разрѣшенія  обыкновен- 
ныхъ  алгебрическихъ  уравненій;  особенно  послѣднее  заявленіе 
становится  яснымъ,  если  мы  вспомнимъ,  какъ  часто  изученіе 
свойствъ  цѣлой  трансцендентной  функціи  облегчается  изуче- 
ніемъ  полиномовъ,  къ  ней  съ  ростомъ  степени  постепенно 
приближающихся*,  обрашаемъ  вниманіе  читателя  на  нашъ 
§  1-й  гл.  1-ой,  2-ой  и  др...  Поэтому  проблема  распредѣленія 
нулей  у  обыкновеннаго  алгебрическаго  уравненія  должна  быть 
несомненно  глубже  изучена;  но  какимъ  путемъ  можно  итти 
при  ея  рѣшеніи? 

Одинъ  изъ  путей  мы  можемъ  указать;  къ  сожалѣнію 
онъ— очень  сложенъ;  именно,  если  предложено  уравненіе 
П*)=м(х,у)  +  іѵ(хуу)  (1), 


то  мы  должны  постараться  построить  для  него  кривую  Пас- 
сини  вида 

и2(%,у)  +  ѵ2(х,у)= а2=соп8І.  (2), 

которая  съ  ясностью  говорить  намъ,  что  нули  уравненія  (1 ) 
расположены  всегда  внутри  кривыхъ  (2)  постояннаго  модуля 
функцгщ  иными  словами  нули  (1)  должны  выть  огибаемы  кри- 
выми постояннаго  модуля  \  ,  ислѣд.,  если  такихъ  кри- 
выхъ намъ  удалось  построить  для  различныхъ  а2  нѣсколько, 
то  мы  уже  до  извѣстной  степени  оріентированы  относительно 
расположенія  нулей.  Особенно  полезно  строить  такія  кривыя 
для  а2=е2,  гдѣ  е — безконечное-малое:  въ  этомъ  случаѣ  кри- 
вая постояннаго  модуля  функціи,  которая  для  а  очень  боль- 
шого можетъ  быть  сплошной,  вырождается  въ  п  —  оваловъ, 
если  степень  /(#)  есть  п,  и  это — очевидно  въ  силу  непрерыв- 
ности измѣненія  кривой  (2),  такъ  какъ  при  а=0  она  выро- 
ждается просто  въ  п  точекъ,  а  потому  при  а — близкомъ  къ 
нулю  кривая  (2)  должна  представить  п  оваловъ;  овалы  эти 
будутъ  расти,  и  при  а  очень  болыпомъ  кривая  можетъ  сдѣ- 
латься  сплошной. 

Иллюстрируемъ  эти  соображенія  почти  тривіальнымъ 
примѣромъ  уравненія 

я2  — -1  =0, 

которое  для  (2)  даетъ 

г*  _  2г2Со82со  =  а2—  1  (3) 

При  а=1  мы  имѣемъ  обыкновенную  лемнискату  въ  фор- 
мѣ  восьмерки,  огибающую  точки  +1  и  — 1  и  проходящую 
черезъ  точку  нуль. 

При  а=2  мы  уже  получаемъ  лемнискату  въ  видѣ  бис- 
квита; точка  нуль  уже  не  лежитъ  на  кривой,  и  кривая — 
сплошная. 

При  а=і  мы  уже  не  получимъ  сплошной  кривой:  око- 

ло  каждаго  изъ  нулей  мы  получимъ  по  овальной  кривой,  нзъ 
которыхъ  каждая  будетъ  расположена  внутри  угла  въ  30°, 
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причемъ  вфлшной  угла  будетъ  служить  точка  нуль,  а  его 
равнодѣдящей  будетъ  реальная  ось. 

На  этомъ  тривіальномъ  примѣрѣ  эмпирически  убѣждаем- 
ся  въ  справедливости  слѣдующей  теоремы,  принадлежащей, 
какъ  говорите  Ротреіи  (въ  Кепіісопіл  сіеі  Сігсоіо  Маіета- 
іісо  (іі  Раіегто,  Ѵоі.  19,  р.  312)  И.  ЪаигепѴу. 

(Л).  Теорема.  Если  мы  заставишь  двигаться  точку  г 
отъ  одного  пуля  ^ункціи  Д#)=0  къ  другому,  то  па  пути 
з  непремѣнно  встрѣтитъ  кривыя  постояннаго  модуля  функ- 
ции   |  /(^)  |  —а?. 

Замѣтимъ,  что  въ  случаѣ  уравненія  *г-ой  степени  мы 
вмѣсто  п  раздѣльныхъ  замшутыхъ  кривыхъ  получимъ  иногда 
одну  только  кривую  или  т<уь  въ  случав,  если  окружность, 
описанная  радіусомъ  =  модулю  данной  функціи  =  сопзЦ 
пройдетъ  черезъ  одну  или  нѣсколько  критическихъ  точекъ 

№• 

Изъ  только-что  произведенныхъ  изслѣдованій  вытекаетъ 
также  непосредственно  слѣдующій  любопытный  фактъ: 

(В).  Теорема.  Модуль  функціи  полинома,  растетъ 
такъ,  что  кривая  \  Д#)  |  =соп8і.  состоитъ  иногда  изъ  раз- 
пыхъ  вѣтвей,  иногда  изъ  одной  сплошной,  иногда  изъ  т<Ог. 

Теорема  (В) — понятна:  уравненіе  (1)  можно  представить 

какъ 

Аіг—аЛз—а,)...  (я— а„)=0, 

а  потому  вмѣсто  (2)  можно  писать 

[Лф-а.и  |*-а„|  =С=а\  (4) 

Увеличивая  а  до  оо,  мы  приближаемъ  (4)  къ  его  асимп- 
тотическому уравненію 

I  г"  I  =С, 

т.  е.  тогда  мы  действительно  получаемъ  одну  вѣтвь.  Куда 
же  исчезли  остальныя  (п  — ■  1)  вѣтвей?  На  нашемъ  тривіаль- 
номъ  примѣрѣ  22 — 1=0  мы  уже  видѣли,  что  вь  точкѣ  (7=1 
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у  насъ  двѣ  различныхъ  вѣтви  кривой  слились  въ  одну,  и 
дальше  при  ростѣ  С  мы  имѣли  уже  всегда  одну  вѣтвь. 

Изъ  этого  факта  мы  въ  правѣ  заключить,  что,  вообще 
говоря,  должны  существовать  такія  точки,  что  онѣ  являются 
критическими  для  кривой 

і  т  і  =° 

въ  томъ  смыслѣ,  что  тогда  нѣсколько  вѣтвей  (2)  сливаются 
въ  одну,  послѣднее  обстоятельство  случится,  когда  С  являет- 
ся точкой  развѣтвленія  При  измѣненіи  С  |  /*(#)  |  на 
плоскости  описываетъ  кривыя,  но  тахіпшпга  или  ттштт'а 
достигнетъ  въ  (п  —  1)  точкахъ  уравненія  /,(^)=0.  При 
переходѣ  С  черезъ  каждую  изъ  особенныхъ  точекъ  вѣтви 
|  |  сливаются  по  двѣ,  по  три  или  по  т<уь  въ  одну; 
при  С  достаточно  болыпомъ,  когда  всѣ  критическія  точки  бу- 
дутъ  уже  внутри  круга  радіуса  С,  мы  получимъ  уже  един- 
ственную вѣтвь. 

Другими  кривыми,  которыя  повидимому  могутъ  быть  по- 
лезными въ  изученіи  модуля  функціи,  какъ  функціи,  и  рас- 
предѣленія  нулей,  являются  кривыя  экстремальныхъ  значент 
модуля  функціи.  Такія  кривыя  мы  получимъ  просто,  замѣ- 
чая,  что  для 

Дг)=и(#,^)+гѴ(ж,2/) 


въ  этомъ  случаѣ  каждый  радіусъ  векторъ  уи2л-ѵ2  кривой 
есть  въ  тоже  время  и  касательная  къ  кривой,  и  слѣд.  необ- 
ходимо соблюденіе  условія 

и  ѵ 

Это  и  есть  дифференциальное  уравненіе  кривой  экстре- 
малъиыхъ  значеній  модуля  фуикцги. 

Между  прочимъ  изъ  уравненія  кривыхъ  постояннаго  мс* 

дуля 

и2  +  ѵ*= а2 

имѣемъ 

10* 


(5). 
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(6), 

и  можно  думать,  сопоставляя  (5)  и  (6),  что  кривыя  (5)  и 
(6)  —  взаимноортогональны;  и  дѣйств.,  если  мы  найдемъ 

ах 

изъ  (5)  и  (6),  то  при  помощи  условій  Віетапгі  а-Саиску  для 
и  и  ѵ  мы  убѣждаемся  въ  справедливости  предположенія. 

Къ  сожалѣнію  мы  не  съумѣли  никакъ  использовать  кри- 
выя экстремальныхъ  значеній  и  ограничиваемся  поэтому  толь- 
ко упоминаніемъ  о  нихъ. 

Проблема  изученія  роста  |  Д#)  |  =Ж(г),  т.  е.  изученіе 
спецгально  только  М(г) — задача,  какъ  видимъ,  нелегкая. 

Между  прочимъ  Вогеі  даже  полагаетъ,  что  не  всякой 
непрерывной  и  монотонной  функцій  Ѳ(г)  принадлежитъ  ана- 
литическая функція  {(х)  такая,  что  Ѳ(г)-=М(г). 

Въ  заключеніе  этой  главы  мы  дадимъ  одну  теорему,  до- 
казательство которой,  мы  думаемъ,  проще  нежели  данное 
ВІитепіЬаѴшъ  (Виііеііп  Ые  1а  Зосіёіё  МаіЪ.  сіе  Ггапсе, 
1907,  р.  214).  Вотъ  она: 

{С)  Теорема.  „Если  модуль  фуикціи  остается  посто- 
яннымъ  вдоль  периферіи  круга  радіуса  =г,  каково  бы  ни 
было  г=*=0,  то  она  есть  не  что  иное,  какъ  азт. 

Пусть  въ  самомъ  дѣлѣ,  искомая  функція  есть: 

іѲ(г,  со) 

№=Цг,  со).е  (1). 


Условія  СаисЪу-Вгетапп'ъ,  для  нея  будутъ  таковы: 
дѲ  1    дВ     дѲ      г  дВ 


дг  '        Вт  дсо:    дсо      В  дг 


(2): 


тйкъ  что 


ла  1    дВ  л      Т  дВ  л 

Вт  дсо         В  дг  4  ' 


Теперь  на  окружности  радіуса  =г  мы  имѣемъ  д,В=0, 
т.  е.  вдоль  окружности 

-т — =0,  но  тогда  —  =0 
дсо  дг 

въ  силу  (2)  всегда,  и  слѣд.  Ѳ  есть  только  функція  ю,  т.  е. 

е  =  р,И  (4)> 

но  тогда  въ  свою  очередь  тоже  на  основаніи  (2) 

В  =  9>г(г)  (5)- 

Въ  силу  (4)  и  (5)  второе  изъ  уравненій  (2)  даетъ: 

йѲ       г   д,В         йѲ  _  йЬодВ 
йсо    "  В  йг  (На  йг 

Перемѣнныя  со  ж  г  между  собой — независимы,  а  потому 
(6)  возможно  лишь  при  условіи 

№  сІЬодВ 

з —  =  г  — ~ —  =  т  =соп8І,, 

асо  аг 

т.  е.  по  интеграціи  находимъ 

Ѳ  =  тсэ,    В  =  агт ,    а  =  сопзЦ 

такъ  что  искомая 

({те  )  =  /(г)  =  Ве  =  аг  .е    =  аз . 

Мы  привели  эту  теорему  только  лишь  потому,  что  наше 
обоснованіе  ея  намъ  кажется  лучше,  нежели  у  ВІитепіЪаѴя 
(Іос.  сіі.). 


Глава  IV 


Теорія  конформности  и  теорія  роста  Функцій. 

1.  Общія  замѣчапгя.  Теорія  функцій  въ  наше  время 
настолько  обогатилась  методами  и  теоріями,  что  нелишне 
бросить  общій  взглядъ  на  эти  методы  и  ихъ  систематизиро- 
вать и  объединить.  Такъ,  въ  началѣ  развитія  анализа  безко- 
нечно  малыхъ  господствовала  точка  зрѣнія  Еиіег^а,  на  функ- 
цію:  функція  была  определена  аналитически,  уравневіемъ, 
функціональной  символической  зависимостью,  и,  изучая  лишь 
этотъ  символъ,  эту  форму,  строили  теорію  функцій.  Понятно 
счетъ,  алгебрическія  и  аналитическія  выкладки  здѣсь  преоб- 
ладали: получали  не  больше  того,  что  давали  формулы,  и  ббль- 
шаго  получить  не  могли  иногда:  словомъ  изучали  функцію, 
если  можно  такъ  выразиться  микроскопически  —  по  частямъ, 
послѣдовательными,  медленными  шагами,  отъ  точкѣ  къ  точкѣ; 
тогда  не  было  того,  что  отмѣтилъ  позже  ЛігісЫеІ  „Сгесіапкеп 
ап  сііе  81е11е  сіег  КесЬпип^  ш  віеііеп". 

Такъ  развивался  этотъ  первичный  анализъ  до  СаисЪу, 
который  вмѣстѣ  съ  Оаизз'омъ,  ЛЪеГежъ  и  ЛсбЫ,  особенно 
Шетапгіожъ  обосновалъ  эту  часть  анализа,  округлилъ  ее, 
обобщилъ,  можно  сказать:  эти  ученые  дали  возможность  ана- 
лизу явныхъ  и  неявныхъ  функцій  получить  прочную  почву, 
и  кромѣ  того  они  выдвинули  новую  вѣтвь  анализа — изученіе 
функцій  по  дифференціальнымъ  уравненіямъ  ихъ  опредѣляю- 
щимъ,  а  также  дали  этому  новому  направленію  законченную 
форму,  которая  отображена  въ  работахъ  ѣгіоі-ѣощиеі. 

Но  уже  съ  эпохи  Шетапп'а,  и  ЗігісНШ  появляется 
снова  новое  теченіе  въ  анализѣ:  до  Шетапп'в,  главный  ме- 
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тодъ  изученія  функцій  (ьторой  послѣ  Еикг'овскаго) — степен- 
ной рядъ 

а0-\-а1х-\-.  .  .    +  апхп  +  .  .  . 

Но  уже  Кіетапп  къ  степенному  ряду  прибавилъ  новое 
нонятіе  чисто  геометрическаго  синтетическаго  характера  — 
понятіе  „Шетапп'овской  поверхности",  благодаря  чему  поя- 
вилось третье  новое  теченіе  въ  исторіи  чистаго  анализа:  к  >п- 
кретпзированіе  геометрически  отвлеченной  теоріи  функцій, 
привнесете  въ  отвлеченную  теоріи  функцій  геометризма. 
Это  направленіе  создало  еше  при  Оаизз^і  и  благодаря  бай&з'у 
новый  методъ  —  четвертый  въ  исторіи  анализа  и  теоріи 
функцій  —  конформное  отображенге,  приведшее  въ  лицѣ  Р. 
Кіеігіъ,  и  Роіпсагё  къ  созданію  аутоморфныхъ  функцій. 

Благодаря  этому  новому  теченію  теорія  функцій,  какъ 
таковая,  т.  е.  какъ  дисциплина  отличная  отъ  другой  большой 
части  анализа  —  анализа  конечныхъ,  далеко  отдалилась  отъ 
этого  послѣдняго. 

Обладая  способностью  быть  интерпретируемой  геометри- 
чески и  связавши  себя  благодаря  этому  съ  чистой  геометріей, 
механикой  и  математической  физикой,  теорія  функцій  по- 
лучила необыкновенное  развитіе:  ея  отвлеченныя  теоріи  раз- 
вивались теперь  двояко — изъ  самой  себя  и  при  номощи  дру- 
гихъ  дисциплинъ  математической  науки;  я  разумѣю  въ  дан- 
номъ  случаѣ  теорію  потенціала,  теорію  всемірнаго  тяготѣнія, 
теорію  электричества  и  магнитизма  и  чистую  геометрію — тео- 
рію  поверхностей  и  апаіувіз  8Іиі8. 

Казалось,  такъ  далеко  ушла  теперь  теорія  фуякцій  отъ 
своего  источника — теоріи  числа,  ариѳметики.  И  это  правда! 
Своей  только  что  обрисованной  частью  она  действительно 
утеряла  контактъ  съ  теоріей  числа. 

Но  вотъ  появляются  работы  Ли-Воіз-ВеутомѴа,,  Е.  Во- 
геІ'я,  НайатапѴа,,  ТѴеіегз/газз^,  МШад-ВеЦ1ег\  и  РісагоѴ^^ 
и  теорія  функцій  снова  нашла  свой  источиикъ,  снова  связа- 
ла себя  удивительнымъ  образом ъ  съ  „числомъ"  благодаря  но- 
вому понятію  „сгоІ88апсе  сіез  іопсѣіоп8а  (ростъ  функціи). 
Толчокъ  къ  этой  новой  теоріи  роста  функцги  былъ  данъ 
работами  О.  Сапіог*&, 
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Эта  новая  стадія  изучонія  функціи  есть  макроскопиче- 
ская, картинно  выражаясь:  теперь  мы  можемъ  ужъ  напередъ 
ставить  принципы  и  сейчасъ  же  переводить  ихъ  на  языкъ 
анализа;  такова,  напр.,  точка зрѣнія  ТѴегег8ігаз89в,  и  МШад- 
іе///ег'а,  ибо  теперь  мы  напередъ  задаемъ  нули,  полюсы, 
особенности,  и  затѣмъ  уже  ищемъ  аналитическое  выраженіе 
для  подобнаго  рода  функцій.  Также  обстоитъ  дѣло  и  съ  проб- 
лемой  ВапаѴъ  или  съ  теоріей  гармоническихъ  функцій. 

Если  же  мы  теперь  припомнимъ  все,  что  сказано  нами 
о  функціяхъ  правильна  го  роста  или  неправильнаго,  о  функ- 
ціяхъ,  ростъ  коихъ  вдоль  опредѣленныхъ  секторовъ  или  лу- 
чей-векторовъ — одинъ,  а  вдоль  другихъ  лучей  или  внутри  дру- 
гихъ  секторовъ — другой,  то  мы  поймемъ  то  новое,  что  при- 
внесла въ  теорію  функцій  теорія  роста  функцій.  (Обраща- 
емъ  вниманіе  читателя  на  наши  I,  II  и  Ш-ю  главы). 

Іѵь  мысли  о  связи  теоріи  конформности  и  теоріи  роста 
функцій  мы  были  приведены  собственными  размышленіями, 
ибо  еще  у  #с7гг<ш\г'а,  обоснователя  теоріи  конформности,  мож- 
но встрѣтить  неравенства  роста  функцій,  причемъ  выводъ 
ихъ  —  естественъ  и  связенъ,  далекій  отъ  искусственности. 
Напр.,  (въ  Т.  II,  р.  190  Зсіыѵагз,  Оезат.  ЛѴегке)  мы  нахо- 
димъ  формулу 


гдѣ  и{г,<р) — реальная  часть  функціи  Ж=тосІ.  тах.  Яѵ^,-Й) 
причемъ  }'(В,\р)-~ значенія  и  на  кругѣ  радіуса  В. 

Свои  мысли  о  связн  теоріи  конформности  и  теоріи  ро- 
ста функпій  мы  подтвердили  независимо  отъ  болѣе  позднихъ 
изслѣдованій  ЫпМб^в,  выводомъ  нѣсколькихъ  неравевствъ 
для  аналитическихъ  функцій. 

2.  Пусть  намъ  даны  два  концентрическихъ  круга  радіу- 
совъ  соотвѣтственно  В  и  г,  причемъ  В>г,  и  центромъ  ихъ 
пусть  будетъ  точка  #0;  пусть  дана  аналитическая  функція 
Д#)  такая,  что 


о 


(1), 
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Если  же  ^'=гегср  есть  какая-нибудъ  точка  круга  раді- 
уса  =г,  то  извѣстно,  что  (г  отсчитывается  отъ  г0) 


2л 


=  ^г)  '  (2) 

о 

причемъ  здѣсь  значенія  реальной  части  Дя),  при- 

нимаемыя  ею  на  периферіи  круга  радіуса  В  (у — амплитуда). 

Точно  также  извѣстно 

2* 
О 

Изъ  (2)  и  (3)  непосредственно  опредѣляемъ 

2гс 


О 

или  же 

2тс 


■г* 


Если  теперь  назовемъ  черезъ  тахітит  ЩВ,\р)  на 
периферіи  круга  радіуса  =22,  то 

2.4 

ибо 

Г     ВСоз(<р — ір)  —у  с  2л- 

^  В2  +  г*—2ВгСо8{(р—хр) Щ       В^?  ~  В=? ' 
о  О 

Къ  неравенству  (5)  можно  еще  прибавить  такое: 

I  Нг,д>)  КІЛ  І  *  (6), 

и  слѣд. 


(А).  Теорема.  Для  всякой  внутренней  точки  я0  +  геХ9 
круга  радіуса  =й  описаннаго  около  точки  #0,  имѣемъ: 


Уо 


< 

н2 


В— г 


В- г 


('(г) — голоморфна  внутри  круга  радіуса  ~Ви. 

Теорема  ваша  менѣе  совершенна,  нежели  такая  (Е.  Ьап- 
йаи,  НапсИшсЪ  сіег  ЬеЬге  ѵоп  (іег  Ѵегіеі1гт&  сіег  Ргішяап- 
Іеп:  р.  290,  Т.  I): 

(В).  „Пусть  дана  аналитическая  функг^гя  регу- 
лярная для  |  8—  80  |  ==г,  и  пусть  А —  тахітит  реальной 
части  Р(з)  для    |  8 — 80  |  —г\  пусть  далѣе 


т.  е. 


Пусть 

о  <  р  <  г. 
Тогда  для     |  8—  80  |  ^Ср 


\<\у°\  + 

А 

г-нр 
г — р 

г  +  р 
г — р 


г — р 


2А 


Эта  теорема  прнва^лежмтъ  СагаОіеосІогу]  сопоставляя 
ее  съ  нашей,  мы  видимъ,  что  наша — менѣе  совершенна;  но 
въ  случаѣ  А  >►  о  наша  даетъ  лучшіе  результаты,  ибо  наши 
неравенства  тогда  болѣе  точныя. 

Теоремъ  въ  родѣ  теоремы  Сагаіпеосіогу  или  нашей  (А) 
можно  дать  вѣроятно  очень  много.  Вотъ  подтвержденіе  этой 
мысли.  Пусть  намъ  дана  голоморфная  функція  Д#)  внутри 
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круга  радіуса  -К,  и  пусть  внутри  этого  круга  около  какой- 
нибудь  его  точки  х0  описанъ  радіусомъ  =г  новый  кругъ  К. 
Изучимъ  интегралъ,  распространенный  по  периферіи  круга 
К,  вида 

Ым^Ш*  (7)- 

Точки  х'  и  х0  лежатъ  внутри  круга  7Г,  а  потому 

Ы  т  йЫд  Щ  =  Ш {Х+ іУ)  * 109  - 

или,  если 

Г(Хо)=#  +  іу  (8), 

то 

(Х+ ІУ)  А  Ъод  ~  =  Я*')-/?-*/3-  (8') 

Возьмемъ  теперь  какую-нибудь  точку  х"  внѣшнж)  кру- 
гу К,  тогда 

или,  замѣняя  +і  на  — г,  находимъ 

^(Х-ІУ)Шд^г-8  +  іу.  (9) 

Точка  г"  у  насъ  по  предположенію  лежитъ  внѣ  круга 
ІГ;  свяжемъ  ее  съ  внутренней  точкой  х1  условіемъ:  она  дол- 
жна быть  отраженіемъ  точки  х}  при  помощи  круга  К  при 
соблюденіи  условій 

х  хі' 

  =  С0П8І.  (10) 

X—  х0  х  ' 

для  всѣхъ  точекъ  х  периферіи  круга  К. 
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т.  е. 


Тогда  въ  силу  (10)  равенство  (9)  превращается  въ  такое: 
Комбинируя  же  (11)  съ  (8'),  находимъ: 

тті  3      \  X — х'  х — х0  I 

(х—х)(х—х0) 
Пусть  далѣе  х  =  х0  +  геш ,  тогда 

о 

откуда 

ІЯЖ<2|л  +Ш.|і^!р  рч, 

0 

если  — тахітит  модуля  реальной  части  X  на  периферіи 
круга  радіуса  г. 

Теперь  по  чертежу  сразу  убѣждаемся,  что 
|  х'—х0  |  <г,   |  х— х1  |  =г  — р,  если   |  ж'-— #0  |  =  р, 
а  потому  окончательно  находимъ  изъ  (12): 


Такимъ  образомъ  въ  формулѣ  (13)  мы  снова  нашли  не- 
равенство типа  СагаіКеойоту ,  и  слѣд.  можемъ  считать  уста- 
новленной теорему: 

(С).  Теорема.  „Если  внутри  круга  и  на  немъ  функцгя 
{(х)  —  голоморфна,  и  если  мы  взяли  какую  либо  точку  х', 
лежащую  внутри  вышеупомянутаго  круга  радіуса  =г,  опи- 
саннаго  около  точки  х0,  причемъ   |  х' — х0  |  =р,  то 

гдѣ  |  А  |  модуль-тахітит  реальной  части  ((х)  на  перифе- 
ріи  круга,  а  в— реальная  часть  Д#0). 

3.  Опредѣленіе  радіуса  круга,  въ  которомъ  моногенная 
функцгя — рядъ  не  уничтожается. 

Въ  силу  принципа  (Ъ)  §  1  главы  1-ой  мы  можемъ  утверж- 
дать, что,  если  намъ  предложена  непрерывная  и  моногенная 
фунЕція  въ  опредѣленномъ  кругѣ  голоморфности,  который  мо- 
жетъ  совпасть  также  съ  цѣлой  плоскостью,  вида 

Дж)=а0-ьа1Ж4-а3ж2  +  ...  +апхп  +  ...  (1), 

то 

п 

/'(х)=1іт       акхк  (2), 

ѣ=со  0 

и  слѣд.  корни  уравненія 

п 

акх*  =  О  (3) 

о 

при  п  достаточно  болыпомъ  разнятся  безконечно  мало  отъ 
п  первыхъ  корней  Д#)=0:  пусть  всѣ  корни  (3)  лежатъ  внут- 
ри круга  радіуса  =г,  тогда  асимптотически  мы  получаемъ 
для  /^,  \, ...  ,  Ал — корней  (3)  соотяошеніе  вида: 
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«0 

к 

(4)- 


Корни  Кі  лежатъ  внутри  круга  радіуса  =г,  слѣд.,  какъ 
ЗИ(г)    (9И(г)—  модулъ-тахішит  напериферіи 


< 


то 


г*     круга  радіуса 

а0  |  г72 


.  X,  .  . .  Л    I  > 


или 


*2 

откуда  непосредственно  находимъ: 


9И(г) 
>  I  %  I 


I  ^і»  I  > 


ибо 


До  I  »  У 

а»(г) 


<1,..., 

<1. 


Окончательно  мы  получили  такую  интересную  теорему  *): 

I.  Теорема.  „Если  намъ  дана  нѣкоторая  моногенная 
функція 


то  въ  кругѣ  радгуса 


9=  Щг) 


Дг)  нѳ  уничтожается;  ЗХ(г)  есть  тахітит  |  Да?)  |  на  пе- 
риферги  круга  радгуса  =г,  причемъ  кругъ  радгуса  =г  есть 
кругъ  моногенности,  вь  котором^  Дг)=0  завѣдомо  обладаетъ 
нулями.и 


*)  Теорема  эта,  какъ  мы  убѣдилиеь,  была  уже  доказана  сербскимъ  ма- 
тематикомъ  Реігоѵіс'тъ.  Рекомендуемъ  читателю  [сравнить  нашъ  асимпто- 
тическій  выводъ  ея  съ  выводомъ  РеІгзѵіс'а  въ  ВаП.  сіе  Зсіепсез  МаІЬ.  1901. 
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Изъ  этой  теоремы  помощью  очевиднаго  обобгценія  можно 
считать  справедливой  такую  теорему: 

П.  Теорема.  „Если  Дж) — голоморфна  внутри  круга  ра- 
діуса  =  В,  и  если  внутри  круга  для  точки  х0  функція 
Д#0)  =і=  о,  то  она  не  уничтожается  внутри  круга  радіуса 
В —  |  #о  I  >  описаннаго  около  точки  ж0,  причемъ  радіусъ  это- 
го послѣдняго  удовлетворяешь  условію 

Къ  этимъ  двумъ  теоремамъ  мы  добавимъ  еще  нѣсколько 
интересныхъ  теоремъ  въ  томъ  же  духѣ. 

Возьмемъ  снова  функцію 

Д#)=а0    аѵх  +  . . .  +  апхп  -ь  . .  .  (5). 

Пусть  она  въ  кругѣ  радіуса  =  В  не  уничтожается; 
кругъ  этотъ  имѣетъ  центромъ  начало  координатъ. 

Представимъ  Д#)  такъ: 

іѴ(г,  ср) 

№=Щг,  <р).е    К  '  ѵ>  (6), 

и  слѣд. 

Щг,  ф)=*=0  (6') 

внутри  круга  радіуса  ~В\  пусть  кромѣ  того  внутри  того  же 
круга  Д#) — голоморфна,  тогда  по  теоремѣ  РоІ85оп'а: 

Т    Т7Ѵ      :    Г   (В2—г*)Ьодй(у)  - 


гдѣ  Щф)  —  значенія  Щг,<р)  вдоль  круга  радіуса  В,  и  мы 
допускаемъ  слѣд.,  что  Д#) — существуетъ  также  и  на  окруж- 
ности радіуса  В.  Но  тогда  непосредственно  находимъ: 

ЬодЩг^Х^^ІюдМ,  М^>       Ве^\=  ЩВ,  у), 
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откуда  5+Г 

Щг,<р)<МВ~Г, 
т.  е.  мы  установили  теорему: 

III.  Теореиа.  Если  Д#) — голоморфна  внутри  круга  ра- 
діуса  В  и  не  уничтожается  еъ  немъ  и  на  немъ,  то 

Е+г 

гдѣ  М—тахітит  \  {(%)  \  на  периферіи  круга  радіуса  В.и 
Вотъ  еще  теорема: 

IV.  Теорема.  Дуешь  /'(х)—а0  +  а1х-^  . . .  -ь  апхп  +  . . . : 
тогда,  если  Д#) — голоморфна  еъ  кругѣ  радіуса  =І2,  то 

В<)ШЕШ1, 

I  аі  I 

гдѣ  Ж — модуль  тахітит  Дж)  на  кругѣ  радіуса  В.и 
Докажемъ  мы  эту  теорему  чрезвычайно  просто. 
Пусть 

аи 

тогда 


ах 


=1+у  +  а2у2  +  .. 


Теперь  по  извѣстной,  но  тоже  забытой,  теоремѣ  Раг- 
зеѵаГя 


находимъ  непосредственно,  если  черезъ  М  назовемъ  модуль- 
тахіпшт   |  Дж)  |   на  вругѣ  радіуса  В,  причемъ 


В  =  *г 
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въ  силу  сдѣланной  замѣны: 


Ж 


>  1  +  г 


В' 


откуда  дѣйствительно 


В< 


Имѣя  теорему  ІУ,  мы  въ  состояніи  усовершенствовать 
наши  теоремы  I  и  П. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  ((х)  голоморфна  внутри  круга 
радіуса  В,  По  теоремѣ  I  мы  уже  знаемъ,  что  въ  кругѣ^ра- 
діуса 


Д#)  не  уничтожается;  но  тогда  въ  силу  нашей  теоремы  IV 

\а0\  УМ*-  \а0  Г 


такъ  что,  обобщая  только  что  сказанное,  мы  можемъ  считать 
установленной  такую  теорему: 

со 

У.  Теорема.  Если  /\х)  =  ^  апхп  — голоморфна  внутри 

о 

круга  опредѣленнаго  радіуса,  то  она  не  можетъ  уничтожить- 
ся внутри  круга  радіуса 


|  а0  |  ѴЗР-  \ав\* 


гдѣ  М~  тосі.  тах.  /'(х)  на  кругѣ  голоморфности  вышеупо- 
мянутаго  опредѣленнаго  радіуса  В,  причемг  по  теоремѣ  IV 


11 
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Когда  теорбмы  I — У  нами  уже  были  выведены,  намъ 
попалъ  въ  руки  мемуаръ  Е.  Ілпсіеіб^а  (Асіа  8осіеіаіІ8  8сіеп- 
ііагит  Ееппісае,  Т.  35.  1909)  Мётоіге  8иг  сегіаіпев  іпё&а- 
Шёз  (1ап8  1а  Іпёогіе  (1е8  ішсііопз  топо&ёпез  еі  виг  диеЦиеа 
ргоргіё!ё8  поиѵе11е8  сіе  се8  Гопсііоп8  (1ап8  1е  ѵоізіпа^е  оѴип 
роіпі  зіп^иііег  е88епгіе1. 

Мы  съ  удовольствіемъ  отмѣчаемъ  здѣсь  во  1°наше  прин- 
ципіалъиое  согласіе  и  сходство  въ  манерѣ  думать  о  связи  кон- 
формности и  теоріи  роста  функцій,  2°  совпадете  почти  бук- 
вальное въ  неравенствахъ,  характеризующихъ  функцію  голо- 
морфную въ  опредѣленномъ  кругѣ,  хотя,  какъ  читатель  это 
видитъ,  методы  вывода  неравенствъ  у  Еіпсіеід^а,  и  у  насъ  — 
различны. 

Проведемъ  нѣсколько  параллелей  между  нашими  фор- 
мулами и  формулами  ЪіпсІеІоТа. 

Теорема  II  даетъ  низшій  предѣлъ  для  корня  функціи 
моногенной  какъ  у  насъ,  такъ  и  у  ІлпсІеІбГа,  одинаковый. 

Теорема  III  даетъ  нѣсколько  иное  выраженіе  для  верхня- 
го  предѣла  модуля  функціи  неуничтожающейся  внутри  кру- 
га радіуса  В  и  на  его  периферіи. 

Теорема  IV  даетъ,  невидимому,  болѣе  точный  резуль- 
татъ  у  насъ,  чѣмъ  у  ЫпсІеІбТа,  ибо 

УМ*-  і  а0  1  2    Ж2—-  1  а0  1  2 
I  а,  |  М  \  ах\ 

Неравенства,  которыя  мы  дали  здѣсь,  по  своему  харак- 
теру напоминаютъ  неравенства  Чебышева  и  его  изслѣдованія 
въ  работахъ:  „Тііёогіе  оіев  тёсапгвтев  соппив  вот  Іе  пот 
оіе  рагаііёіодгаттев" ,  а  также  ^8  иг  Іез  аиевігопв  йе  тіпі- 
та  циг  ве-  гаЫасІгеиі  а  Іа  гёргёвепіапііоп  арргохгтаііѵе  оіев 
іопсігопв  (Оеиѵгев  сотріёіев,  Т.  1). 

Построенія  Чебышева  основаны  тоже,  можно  сказать,  на 
принципѣ  роста  функціи,  принципѣ,  который  у  него  являет- 
ся не  чѣмъ  ииымъ,  какъ  принципомъ  опредѣленія  функціи 
цѣлой  или  дробной,  но  раціоналъной,  наименѣе  уклоняющей- 
ся отъ  нуля. 


—  163  — 


Результаты,  полученные  Чебышеѳымъ,  іюистпнѣ  замѣча- 
тельны  и  необыкновенны  глубоки.  Особенно  удивительны  не- 
равенства, выведенный  имъ  для  корней  уравненія,  для  предѣ- 
ловъ  роста  раціональной  функціи  цѣлой  или  дробной.  Обра- 
щаемъ  вниманіе  читателя  на  теоремы,  напр.,  5,  6,  7  и  8 
(р.  302—304,  Т.  1)  и  др. 

Мы  пытались  ихъ  обосновать  съ  точки  зрѣнія  совре- 
менной, но  этого  намъ  не  удалось  сдѣлать  въ  данный  мо- 
ментъ. 

4.  Принципъ  конформнаго  отображенія  и  нѣкоторыя 
соображения  съ  нимъ  связанный. 

Принципъ  конформности  и  ростъ  функціи,  какъ  мы  ви- 
димъ,  тѣсно  связаны  съ  самыми  интимными  свойствами  изу- 
чаемой нами  функціи.  Это  обстоятельство  лишній  разъ  гово- 
рить намъ,  какъ  глубока  точка  зрѣнія  Шетапгіа  въ  вопросѣ 
изученія  функціи.  Вѣдь  въ  сущности  знаменитая  теорема 
ТгсагоѴа  (Ашіаіез  (іе  ГЕсоІе  Хогтаіе,  1880,  2  8ёгіе,  Т.  IX) 
доказана  имъ  также  при  помощи  соображеній  Шетапгіоъ- 
скаго  характера. 

Или,  напр.,  теорема  Нигті^а,  опредѣляющая  подобно 
теоремѣ  Ъапйаи,  радіусъ  р  =  <р(а0,  аг)  круга,  въ  коемъ 

со 

{'(%)— а пхп  не  есть  ни  0,  ни  1,  по  существу  тоже  осно- 

о 

вывается  на  отображеніи  функціи  конформно. 

Или,  напр.,  теорема  ЫпйеЩ'а  (АсіаЕеппіса  Т.  35)  о 
функціяхъ,  не  принимающихъ  ни  0,  ни  1  внутри  опредѣлен- 
ной  области,  въ  сущности  тоже  покоятся  на  принципѣ  кон- 
формности. 


11* 


Глава  У. 


Соображенія  по  поводу  трансцѳндентныхъ 
Функцій,  опредѣленныхъ  неявно  алгебраи- 
ческими уравненіемть. 

1.  Общія  замѣчанія.  Въ  этой  главѣ  мы  не  думаемъ  пре- 
поднести читателю  исчерпывающій  очеркъ  теоріи  неявныхъ 
алгебраическихъ  уравненій  съ  коэффиціентами — цѣлыми  транс- 
цендентными функціями  —  это  могло  бы  составить  цѣлую 
спеціальную  трудную  работу. 

Мы  дадимъ  здѣсь  лишь  нѣсколько  общихъ  замѣчаній, 
имѣющихъ  отношеніе  еъ  нашей  работѣ. 

Прежде  всего  мы  замѣтимъ,  что  общимъ  пргшципомъ 
изученія  цѣлой  трансцендентной,  или  мероморфной,  или  же 
ашъг  -  цѣлой,  или  же  аиаві  -  мероморфной  (термины  введен- 
ные Маіііеі)  является  слѣдующій  очевидный: 

„Свойства  функцгй  и(я),  опредѣленной  уравненіемъ 

ип^  А1(в).ип-х  +  .  ..    +А„(*)=0  (1) 

обусловлены  уже  свойствами  коэффиціентовъ  А^),"  и  слѣд., 
какъ  въ  изученіи  алгебрическихъ  функцій,  методъ  общій  по 
существу  долженъ  остаться  въ  данномъ  случаѣ  тѣмъ-же;  ко- 
эффиціенты  А%(я)  пусть  будутъ  у  насъ  трансцендентными 
функціями. 

Сдѣлаемъ  нѣсколько  примѣненій  только- что  выраженнаго 
нами  принципа;  но  предварительно  предпошлемъ  слѣдующую 
тоже  очевидную  лемму: 
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Лемма,  Если  намъ  дат  рядъ  фушцій  ^(-г),  <р2(я),.-ч 
и  если  порядокъ  ихъ  роста  заключенъ^  напр.,  между 
предѣлами  /г(г)1~е  и  и(г)1+е,  какъ  бы  мало  е  ни  было  (т.  е. 

ихъ  роешь  опредѣленъ  предѣломъ  е  и  ё  У  ) ,  то  порядокъ 
любой  рацгональной  функцги  отъ  упомянутыхъ  выше  функ- 
ций <рп(х)  будешь  асимптотически  заключепъ  между  тѣми  же 
предѣлами. 

Доказательство  нашей  леммы  за  простотой  пропускаема 
Возьмемъ  теперь  алгебрическое  съ  трансцендентными  коэф- 
фициентами уравненіе  (1)  и  спросимъ  себя:  что  можно  ска- 
зать о  ростѣ  функціи  и(з)у  опредѣленной  (1),  зная  роешь 
коэффиціентовъ  А%(з).?  На  этотъ  вопросъ  мы  отвѣтимъ  тео- 
ремой: 

I.  Теорема.  Ростъ  различныхъ  и^г),  опредѣленныхъ  (1), 
не  можетъ  бьешь  выше  шибольшаго  роста  для  А^з). 

Пусть  наибольшій  ростъ  среди  |  А^)  |  опредѣленъ  функ- 
ціей  е№)\  если  мы  допустимъ,  что 


Ііт 


=  оо  (*=1,  2, .  .  . ,  п) , 


то  уравненіе 


ип 


не  могло  бы  быть  удовлетворено  для  достаточно  болыпихъ 
\  я  \  =г,  и  слѣд.  теорема — доказана. 

Теорема  (I)  говорить  не  что  иное,  какъ  слѣдующее: 
ростъ  корней  уравненій  (1)  опредѣленъ  ростомъ  его  коэф- 
фиціентовъ]  но  тогда  очевидно  и  обратное  заключеніе,  а 
потому  имѣемъ  также: 

II.  Теорема.  Если  ростъ  корней  (1)  заданъ,  то  ростъ 
коэффиціентовъ  (1)  не  выше  роста  корней. 

Къ  этимъ  двумъ  теоремамъ  мы  дадимъ  также  и  третью: 


—  166  — 


III.  Теорема.  Тостъ  коэффиціентовъ  Ак{я)  въ  (1)  опре- 
дѣляетъ  не  только  ростъ  и(з),  но  и  ростъ  и\з)% 

Справедливость  заявленія  видна  непосредственно  изъ  со- 
отношенія: 

ип~\г) .  А\ (*)  +  ии-\г) .  Дъ(*)  + .  .  .    +  А!п{г)  + 

+  и'(пи^\А1(я)  +  п  —  1)ип-\А2(г)  +  .  .  .  +А^(*))=0. 
2.  Къ  теоремъ  М.  Раіпіеѵѳ: 

„Функція  аналитическая  съ  п  вѣтвями,  допускающая 
единственную  особенную  точку  существенную  и  изолирован- 
ную, принимаетъ  вблизи  этого  точки  всѣ  значенгя  за  исклю- 
ченіемъ,  развѣ,  самое  большее  2пи. 

Теорему  эту  мы  взяли  изъ  ТЫзе  йеМ.  Вёшоипсіоз  „8иг 
Іез  2ёго8  сГшіе  сіаззе  сіев  іопстіопз  1гап8сеп(іапіе8а  (1905),  и 
мы  хотимъ  сдѣлать  къ  ней  нѣсколько  ннтересныхъ  прнмѣча- 
ній  общаго  характера. 

Ъоъъжжь ^неявную  функцію  вида 

Ф{^и)=ип  4- А^)ил"х  + .  .  .    +Аа(з)=0  (1), 

и  пусть  въ  ней  всѣ  А-{х)  суть  монодромныя  цѣлыя  трансцен- 
дентныя  функціи. 

Главный  интересъ  теоремы  Раіпіеѵё  мы  видимъ  въ  томъ 
любопытномъ  фактѣ,  что  она  ставить  въ  связь  теорему  Га- 
усса о  существовали  корней  съ  теоремами  типа  РісагоѴа 
(см.  наши  изслѣдованія:  §  16,  17....  главы  ІІ-ой):  оказывает- 
ся, что  полиномъ  всегда  позволяетъ  опредѣлить  #,  каково  бы 
ни  было  и,  если  А^)  суть  полиномы;  но  въ  случаѣ  Аг{$) 
цѣлыхъ  транспендентныхъ  могутъ  существовать  такія  значе- 
нія  и,  для  коихъ  з  въ  (1)  корней  не  имѣетъ. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  возьмемъ  уравненіе,  напр.,  вида 

и>—  1  +  е*  =  0, 

тогда  оно  для  и=  + 1  или  и— — 1  дѣйствительно  корнями  не 
обладаетъ. 
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Или,  напр.,  уравненіе 

ип— І4-е*=  О 

допускаетъ  п  такихъ  гісключительныхъ  значеній: 

п 

и  =  1,  г,  еа, . .  . ,    еп~\  гдѣ  е=  і/Т*=1; 

для  этихъ  п  значеній  наше  уравненіе  также  корней  относи- 
тельно з  не  имѣетъ. 

Будемъ  называть  исключительными  РісагсѴовскими  зна- 
ченіями  перваго  рода  такія  значенія  щ,  для  коихъ  уравненіе 
(1)  становится  функціей  относительно  г  безъ  корней. 

Интересно  задаться  вопросомъ:  сколько  такихъ  исклю- 
чительныхъ  РісагоѴ  овскихъ  значеній  1-го  рода  можешь  суще- 
ствовать у  функцги  Ф(2,  и),  опредѣленной  (1)?  Отвѣтить 
на  это  можно  безъ  труда  такой  теоремой: 

I.  Теорема.  У  функціи  Ф(з,и)  опредѣленной  (1),  исклю- 
чительныхъ  РісагоѴ овскихъ  значеній  1-го  ряда  можешь  быть 
не  больше  п. 

Дѣйствительно,  пусть  ихъ  существуетъ  у  насъ  + 
тогда  мы  имѣемъ  систему  уравненій: 

и1п  +  А1(2).иіп-1  +  .  .  .  +Ап(0)  =  еді(і 
и»  +  А,(г).и»-*  +  .  .  .  +Ап{г)=ед*{' 

г?  +Ах{г).ип-1  +.  .  .         +  Ап{г)  =  е9  ^ 

Въ  виду  того,  что  всѣ  юв.(г=1,  2, . . . ,  п-г  1)  между  со- 
бой различны,  мыможемъ  всѣ  А^г)  определить  нзъ  первыхъ 
п,  положимъ,  уравненій  и  вставить  ихъ  значенія  въ  (?г  +  1)-ое, 
тогда  мы  иолучимъ  окончательное  уравненіе  вида: 


!  (2). 
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е      '        ,  ,  ,  •  »  •  ч,  1 

6  2  ^з^'  2'  V  •    •    ■    ЗІ  ^   ф 

е  и71?!-)  и?іП  х>  ипП  2)  •  •  •  ?  1 

.7я+іС«)       и  п— і 

п+і       и-И  ' 

Этотъ  детерминантъ  мы  запишемъ  сокращенно  такъ: 

сге     +с2е     +.  .  .  +  спе      +  сп+1е         +сп+2=0.  (3) 

Функціи  д%(0)  здѣсь  у  насъ  таковы,  что  ихъ  ростъ  у 
всѣхъ  не  выше  роста  наибольшаго  среди  функцій  А%(я). 

Но  такое  равенство,  какъ  (3),  не  можетъ  существовать, 

не  уничтожаясь  тожественно  въ  силу  теремы  ВогеГя,  гла- 
сящей (Асіа  Маііі.  20). 

Теорема  ВогеГя:  „Пусть  даны  два  ряда  фупкцій 

д2(*)>  •  •  • .  і  9п(*) 
.  .  .  ,  Ля(*) 

такихъ,  что  модуль  тахітит  для    \  г  \  —г  функцгй  дк{з) 

растетъ  іиекѣе  быстро  чѣмъ  е11[г\  въ  то  время  какъ  модуль 

1гі(г)  —  растетъ  болѣе  быстро,    чѣмъ    /г(г)1+а  для 

і=1,  2, . . .  ,  к — 1,  к  -ні, . . . ,  а>0  и  //(г) — возрастающая 
функція  отъ  г;  тогда  при  сдѣланныхъ  предположенгяхъ  то- 
жество 

дг(г) .  е      +  д,{я)  .е      ч  .  .  .  +  дп(в).е  72  =0 

необходимо  влечетъ 

&(*)=о,  &(*)=о,  .  .  .  ,  &,(*)=<>." 
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Пользуясь  этой  теоремой,  мы,  яапр.,  изучая  структуру 
хоть  члена  сп+2,  должны  признать,  что  какое-либо  изъ 
иі  =  иъ  и  слѣд.  мы  не  можемъ  допускать  существованіе 
(п+\)  различныхъ  значеній  иг,  т.е.  наша  теорема  объ  исклю- 
чительныхъ  РісапГовскихъ  значеніяхъ  1-го  рода — вѣрна. 

Обращаемъ  вниманіе  читателя,  на  то,  что  не  нужно 
смѣшивать  исключительныя  РісапГовскія  значеній  и  функціи 
Ф(з,и)  (нерваго  ряда)  съ  тѣми  значеніями  щ  которыя  удо- 
влетворяют Ф(з>и)  тожественно,  съ  тѣми  иУ^  для  коихъ 

Ф(*,  ^)  =  0  . 

Такихъ  зпаченій  тоже,  конечно,  не  можетъ  быть  произ- 
вольно много,  и  тахіпшт  ихъ  ={п — 1),  ибо,  допуская  ихъ 
число  равнымъ  щ  мы  имѣемъ  изъ  п  уравненій 

и\п  +  А1{2).и\п-1  +  .  .  .  +Ап(я)=0 
и\п  4-41(^)  .<7г"1ч-.  .  .      +Лп(г)  =  0 

и'^+АМ  .ц' +  .  .  .     +  Ап(0)=О 

какъ  слѣдствіе  того,  что  всѣ  и'  і — различны,  всѣ  А%(#)  тоже- 
ственными съ  соп8Іапі'ами  вопреки  предположению.  Эти  (п — 1) 
значеніе  не  могутъ  играть  существенной  роли,  и  ихъ  можно 
игнорировать. 

Въ  нашей  теоремѣ  I  мы  выдѣлили  какъ  первую  катего- 
рію  исключительныхъ  РісапГовскихъ  значеній  тѣ  изъ  и,  для 
еоихъ  Ф{з,и)  приводится  къ  функціямъ  отъ  ^  безъ  нулей; 
будемъ  относить  къ  той  же  первой  категоріи  исключитель- 
ныхъ ШсагоѴовскихъ  значенгй  и  тѣ  изъ  и,  для  коихъ  Ф{г,и) 
приводится  къ  функцги  отъ  г  съ  конечнымъ  числомъ  корней 
или  съ  числомъ  корней  меньтимъ 

если  ЗИ(г) — наиболѣе  быстро  растущгй  модуль  среди 
(см.  наше  обобіденіе  теоремы  РісапГа  §  18,  т.  II).  Очевидно 
такихъ  исключительныхъ  значеаій  тоже  не  можетъ  быть  выше 
щ  доказательство  основано  на  томъ  же  принципѣ  ВогеѴя,  и 
мы  его  оставляемъ  въ  сторонѣ,  цитируя  только  теорему: 
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И.  Теорема.  Если  намъ  дана  фушція  Ф{г,  и\  опредѣ- 
ленная  (1)  съ  коэффиціентами  А%(г) —  цѣлыми  трансцен- 
дентными функціями,  то  исключительных*  РгсагоѴовскихъ 
значеній  первого  канторги  для  и  не  можетъ  быть  больше  п. 

Еъ  исключительным*  значеніямъ  и  РісагоѴовскимъ  вто- 
рой категоріи  мы  отвесемъ  такія  значенія  и-,  которыя  даютъ 
въ  извѣстныхъ  случаяхъ  распредѣленіе  нулей  функцги  Ф(2,иг) 
иное,  чѣмъ  у  каждой  изъ  А^я),  т.  е.  показатель  сходимости 
нулей  у  Ф(г,щ)  ниже  показателя  сходимости  нулей  у  каж- 
дой изъ  А^(я)  или  по  крайней  мѣрѣниже  показателя  сходи- 
мости одной  изъ  наиболѣе  растущей  функцги  А^)  (Си. 
наши  изслѣдовавія  §  16,  17,  18  и  др.  главѣ  II). 

Мы  не  будемъ  приводить  доказательства,  ибо  оно  —  по- 
хоже па  только  что  произведенный./ — слѣдующей  очевидной 
теоремы,  являющейся  дополпепіемъ  къ  теоремѣ  I  ц  II- оп  иа- 
стоящаго  параграфа: 

ИТ.  Теорема.  „Если  мы  имѣемъ  функцію  Ф(з,и),  опре- 
дѣленную  (І),  и  если  мы  имѣемъ  тавія  исключительный  Рі- 
сагсГовскія  значенія,  отнесенныя  нами  ко  второй  категоріи, 

и";,  для  коихъ  Ф(г,ии;)  дѣлается  функціей  съ  распредѣле- 
ніемъ  нулей  отличнымъ  отъ  распредѣленгй  нулей  у  наиболѣе 
быстро  растущего  функцги  А^)  (т.  е.  показатель  сходи- 
мости нулей  ниже  показателя  сходимости  нулей  у  тахі- 
таГьной  по  росту  среди  \  Аг(г)  |  ),  то  такихъ  исключитель- 
ныхъ  значенгй  второй  категоріи  не  можетъ  быть  больше  п.и 

Рекомендуемъ  читателю  сравнить  ваши  изслѣдованія  близ- 
ко подходящія  къ  изслѣдованіямъ  ЛётоимЫ'а  8иг  1е8  яёгоз 
(Типе  с1а8§е  сісв  іопсііопз  ігап8сепсІапіе8  (Апнаіез  сіе  1а  Еа- 
сиііё  <1е8  8сіепсе8  (Іе  Тоиіоиве,  1906). 

Конечно  изслѣдованія  Ветоипйо^ъ. — глубже  и  интерес- 
нѣй  нашихъ. 

Поднимемъ  въ  заключеніе  этой  главы  еще  одинъ  вопгосъ, 
который  мы  рѣшить  ве  умѣемъ  въ  даввый  момевтъ  сполна, 
а  потому  обращаемъ  на  него  ввиманіе  читателей. 

Дѣло  въ  томъ,  что,  повпдимому,  между  исключите  льны  мц 
значеніями  РісагоѴа,  и  особенными  точкамгі,  какъ  таковыми, 
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существуетъ  нѣкоторая  связь,  и  обнаружить  ее  —  интересная 
проблема  для  математика.  Иллюстрируемъ  эти  соображенія 
маленькимъ  тривіальнымъ  примѣромъ,  напр.,  возьмемъ  функ- 
цію 

Ф(з,и)  —  и  — 

тогда  для  нея  и=0,  есть  исключительное  РісагоѴовское  значе- 
нге\  но  обратно  —  изъ  уравненія  &  =  Ьоди  видно,  что  и  =  0 
есть  особенная  точка  для  #,  какъ  функціи  и.  Случайное  это 
явленіе  или  нѣтъ?  Мы  не  думаемъ,  что  это  обстоятельство — • 
случайно:  вѣдь,  если  значеніе  и=0  —  невозможно  въ  урав- 
нены 

и— е*  =  0  (о) 

то  #,  какъ  функцгя  и  должна  безчисленное  множество  разъ 
обѣгать  точку  и=о,  а  отсюда  съ  ясностью  вытекаетъ,  что 

исключительное  РісагсѴовское  значеніе  первой  категоріи  и— о 
для  уравненія  (о)  является  точкой  развѣтвленія  съ  безчис- 
леннымъ  числомъ  вѣтвей  для  г  какъ  функціи  и,  т.  е.  дѣй- 
ствительно  и=о  есть  особенная  точка  для  %. 

Это  наше  соображеніе,  намъ  кажется,  —  основными  для 
болѣе  глубокихъ  и  детальныхъ  изслѣдованій  поставленнаго  на- 
ми вопроса.  Пожалуй  можно  даже  считать  слѣдующую  теоре- 
му справедливой: 

ІУ.  Теорема.  Если  мы  имѣемъ линейную  функцгю 
и  —  (р{з)  =  о, 

гдѣ  (р(з)  —  цѣлая  трансцендентная  функцгя,  и  если  и—и0 
есть  исключительное  РгсагоѴовское  значенье  въ  томъ  смыс- 
лѣ,  что  <р(з) — и0  не  имѣетъ  корней,  то  для  г=\р(и)  значе- 
ніе  и0  —  есть  точка  развѣтвленгя  съ  безконечнымъ  числомъ 
вѣтвегі  (подобно  лагариомической).и 

Труднѣй  изслѣдовать  роль  другихъ  исключительныхъ 
значеній  РісапГа  въ  отношеніи  особенныхъ  точекъ,  и  въ  дан- 
ный моментъ  мы  не  скажемъ  ничего  больше  по  этому  вопросу. 

Мы  обратимся  сейчасъ  къ  другому  вопросу  тоже  инте- 
ресному, именно:   если  намъ  дана  функція  Ф^,^),  опредѣ- 


—  172  — 


дѣленная  (1),  и  если  иг  есть  исключительное  РісагсРовское 
звачевіе,  а  ик  —  обыкновенное,  то  чѣмъ  въ  сущности  одно 
отличается  отъ  другого?  Какая  разница  между  функціями 

Намъ  думается,  что  мы  нашли  отвѣтъ  на  этотъ  вопросъ. 
Пусть  же 

Ф(г,и)  =  ип  +  А1(е).ип-1  +  .  .  .  +  Ап(в)  (3). 

Пусть  ради  простоты  функціи  Ак(з) — конечпаго  порядка 
роста  и  пусть  р — иіахіт'альный  порядокъ. 

Представимъ  (3)  такъ: 

■*(*.«)=*(«.»)+*. (^)о+Чж)0  +  \[ 

или,  располагая  послѣднее  выраженіе  по  степенямъ  я,  на- 
ходимъ: 

Ф(г,  и)=а0(и)  +  ж1(и)  +  .  .  .    -+-  яп.  ап(и)  + . . .  (4). 

Теперь,  вообще  говоря,  Ф(я,  и)  для  обыкновеннаго  значе- 
нія  и  есть  функція  относительно  #  порядка  но  можно  ли 
найти  такія  значенія  и0,  при  которыхъ  Ф(я,  и)  была  бы  по- 
рядка роста  ниже  р  го?  На  этотъ  вопросъ  можно  отвѣтить 
такъ:  задача — возможна,  если  для  нѣкотораго  значенія  и0 
коэффиціевтъ  ап(и0)  будетъ  удовлетворять  неравенствамъ  или 
асимптотическимъ  равенствамъ,  характеризующимъ  функцію 
порядка  роста  ниже  р-го. 

Отсюда  мы  дѣлаемъ  такой  интересный  выводъ: 

У.  Теорема.  „Если  намъ  дана  функція  Ф(з,  и)  опредѣ- 
ленная  (3)  съ  коэф  фиціентами  А%(я)  порядка  роста  не  вы- 
ше о-го,  и  если  мы  имѣемъ  пару  значеній  и0  и  щ  такихъ, 

что 
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ап(их) 


—О  или  со ,  яо       конечное  число, 


то  значенгя  и0  и  их  не  іиогутъ  быть  одновременно  исключи- 
тельными значеніями  РісагйѴ. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  щ  —  обыкновенное  значеніе,  то 
въ  силу  закона  (5  (У),  I); 


V  I  «л(«і)І  <л 


1 


п 


Если  и0  далѣе — таково,  что 


п   I 


ТО  При  р0<р 


КМ  і/  I 


со  Іітп9   р0  —0 , 


и  мы  видимъ  съ  ясностью  справедливость  теоремы  У-ой. 

Изъ  этой  теоремы  мы  выводимъ  нашу  теорему  (С)  §  19 
главы  П-ой. 

Въ  самомъ  дѣлѣ  возьмемъ  цѣлую  трансцендентную  функ- 
цію  Д^),  тогда 


гдѣ  А(г,и)  и  В(г,и)  суть  цѣлыя  трансцендентныя  функцін 
г  и  и,  такъ  что  можно  представить   |  Д^)  |   въ  видѣ: 
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Теперь  по  теоремѣ  У,  если 


і 


=*=к  (конечному  числу), 


то  па  периферіи  круга  радіуса  г  одинъ  изъ  аргументовъ  и0 
и  и1  —  исключительный,  а  потому  возможенъ  для  Д#)  саз 


не  есть  конечное  число  для  одной  и  ток  же  периферіи  круга 
радіуса=г. 

3.  Замѣчанія  по  поводу  роста  функцги  вблизи  особен- 
ной  точки.  Послѣ  всѣхъ  сдѣланныхъ  нами  заыѣчаній  и  из- 
слѣдованій  мы  скажемъ  еще  нѣсколько  словъ  о  взаимоотно- 
шеніи  роста  функціи  и  ея  особенныхъ  тбчекъ. 

Прежде  всего  обращаемъ  вниманіе  на  слѣдующій  общгй 
принципъ  теоріи  функцій: 

„Природа  функцги  опредѣляется  и  обуславливается 
числомъ  особенныхъ  точекъ  и  ростомъ  функцги  вблизи  нихъ.и 

На  изученіи,  напр.,  цѣлыхъ  трансцендентныхъ  функцій, 
обладающихъ  одной  единственной  особенной  точкой,  именно 
безконечно-удаленной,  мы  убѣдились  уже  въ  справедливости 
принципа. 

Самый  простой  и  самый  естественный  способъ  изучить 
ростъ  функціи  вблизи  какой-либо  особенной  точки  з=а  со- 
стоитъ  въ  томъ,  что  мы  должны  предложенную  намъ  функцію 
Ф{я)  преобразовать  при  помощи  замѣны 


и  изучать  ростъ  ФІ  — н  а  )  вблизи  2=аэ ,  стараясь  найти 


ея  асимптотическое  выраженье  вблизи  точки  <г=оо ,  какъ 
это  мы  дѣлали  раньше;  тогда  функціи  Ф(г)  вблизи  з=а  бу- 
детъ  охарактеризована  достаточно  детально:  мы  будемъ  знать 


1 


2 — а  =  - 
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ея  ростъ,  ростъ  ея  нулей  въ  области  смежной  съл  —  а,  если 
они  существуютъ,  и  ростъ  коэффиціентовъ  ея  ряда  въ  обла- 
сти смежной  съ  2= а. 

Если  мы  продѣлаемъ  тоже  самое  съ  другими  освоенны- 
ми точками  нашей  функціи,  то  мы  будемъ  прекрасно  оріен- 
тпрованы  относительно  природы  функціи  и  ея  роста  при  из- 
мѣненіи  г  по  всей  плоскости. 

Роль  особенныхъ  точекъ  въ  вопросахъ  изученія  природы 
функціи — явленіе  въ  высшей  степени  любопытное  и  съ  пер- 
ваго  взгляда — парадоксальное.  И  что  особенно — любопытно: 
выставленный  нами  общій  принципъ  часто  вполнѣ  обрисовы- 
ваетъ  сполна  природу  фупкціи,  если  намъ  извѣстны  особенныя 
точки  дифференціальнаго  уравненія  ее  опредѣляющаго,  если 
только  его  интегралъ  не  обладаетъ  подвижными  особенными 
точками,  обусловленными  измѣненіями  произвольныхъ  постоян- 
ныхъ. 

Какъ  слѣдствіе  вышеупомянута™  общаго  принципа 
является,  повидимому  справедливое,  такое  довольно  общаго 
характера  положеніе: 

(А).  Теорема.  „Функція,  обладающая  разной  природы 
особенными  точками  съ  точки  зрѣнгя  роста  функцги  вблизи 
нихъ.  не  можетъ  расти  по  одному  и  тому  же  закону  въ 
различныхъ  частяхъ  плоскости* 

Функціи  обладающія  нѣсколькими  особенными  точками 
(еще  лучше  сказать  „существенно  особенными") — интересны 
для  изученія,  но  мы  сейчасъ  ими  заниматься  не  будемъ.  Ихъ 
интересъ  заключается  въ  томъ,  что,  изучая  ихъ,  мы  придемъ 
къ  поразительнымъ  обобщеніямъ.  Напр.,  теорема  Гаусса  о 
существовали  корней  и  о  разложеніи  уравненія  п — ой  сте- 
пени на  п  факторовъ  линейныхъ  здѣсь  обобщается  въ  теоре- 
му о  разложеніи  функціи  Ф(з)  на  факторы  такого  рода: 

гдѣ  ср.  — СУТЬ  цѣлыя  трансцендентныя  функціи  от- 
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носительно  — - —  ,  и  слѣд.  аг — существенно  особенная  точка; 


99(2)— цѣлая  трансцендентная  функція  отъ  г  или  иногда  по- 
линомъ;  также  9^~~^  могутъ  быть  иногда  полиномами 


1 

относительно  — 


г — а. 


Далѣе  теорема  о  разложеніи  раціональной  дроби  на  сум- 
му частныхъ  дробей  здѣсь  обобщается  въ  теорему  о  разло- 
женіи  функціи  Ф(#)  на  сумму  функцій 

гдѣ  (р(з)  —  цѣлая  трансцендентная  функція  г  (иногда  поли- 
номъ),  а  9°*(~ — ~) — цѣлая  трансцендентная  функція  отно- 
сительно д^_а    (иногда  тоже  полиномъ).  Чрезвычайно  инте- 


ресно изучить  законы,  коими  управляются  такія  общія  раз- 
ложенія,  равно  какъ  и  самую  возможность  такихъ  разложе- 
ній;  но  это — уже  предметъ  особой  самостоятельной  работы, 
выходящей  за  предѣлы  настоящей  работы. 

4.  Историческая  зашіѣтка  по  поводу  работы  ЬшшИе'я: 

п8ш  Іа  сіаззфсаііоп  йез  ігапзсепйапіез  еі  зиг  ГітроззіЫ- 
Шё  д?ехргітег  Іез  гадіпез  йе  сегіаіпеъ  ёдиаііопз  еп  (опсііоп 
^іпіе  ехріісііе  йез  сое^шепЬз."  Іоитаі  йе  ЫоиѵШе  Т.  II). 

Въ  настоящее  время,  когда  теорія  роста  функцій  выли- 
лась уже  въ  опредѣленную  вѣтвь  математики  съ  своими  за- 
дачами и  принципами,  полезно  оглянуться  назадъ  и  найти 
въ  сравнительно  далекомъ  прошломъ  зачатки  современвыхъ 
теорій,  но  только  подъ  другимъ  угломъ  зрѣнія.  Идеи  родствен- 
ныя  современнымъ  теоріямъ  роста  функцій  можно  найти, 
какъ  мы  случайно  открыли,  у  ІіоиѵШе'я. 

ЫоиѵіПе  ставилъ  задачу  очень  широко  и-  пытался  обо- 
сновать строго  теорію  и  законы  взаимоотношеній  между  со- 
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бой  функцій  различной  природы,  а  также  онъ  хотѣлъ  рѣ- 
шить  и  другой  кардинальный  вопросъ  въ  общей  теоріи  фуніс- 
цій,  именно  вопросъ  о  возможности  выразить  одну  изъ  функ- 
цгй,  принадлежащую  къ  какому  либо  одному  опредѣленному 
классу,  черезъ  другую  или  другія,  принадлеоісащгя  другому 
классу,  и  притомъ  прежде  всего  онъ  искалъ  алгебраическихъ 
соотношеній. 

За  алгебрическими  соотношеніями  въ  чистомъ  смыслѣ 
этого  слова  принято  всегда  видѣть  конечность  числа  опера- 
цій,  произведенныхъ  надъ  входящими  въ  соотношеніе  зависи- 
мыхъ  или  независимыхъ  элементовъ;  но  соотношеніе  перехо- 
дитъ  въ  трансцендентное,  если  число  алгебрическихъ  опе- 
рацій  становится  безконечнымъ.  Простѣйшими  трансцендент- 
ными функціями  будутъ  Ъодх  и  е*,  и  при  помощи  ихъ  мы 
въ  состояяіи  построить  другія  болѣе  сложныя  въ  безчислен- 
номъ  числѣ. 

Ыоиѵгііе  прежде  всего  далъ  классификацию  трансцен- 
дентныхъ  функцій  и  дѣлалъ  это  онъ  такъ:  сначала  идутъ 
простѣйшія  изъ  алгебрическихъ  функцій— раціональныя;  пусть 
онѣ  будутъ  нулевого  порядка)  далѣе  пойдутъ  ирраціональности 

з  

алгебрическія,  какъ-то,  напр.,  У<р(х),  гдѣ  ф{х) — раціональ- 
ная;  ирраціональности  вида 

]/^(х),  <р(х)\  .  .  . 

мы  назовемъ  по  ЪіоиѵШёю  иррадіональностями  перваго  по- 
рядка) а  вотъ  ирраціональности  второго  порядка 

л/  *з 

у  х  +  ух2  +  1  +  ух+12х5  и  др. 

Понятно  можно  говорить  объ  алгебрическихъ  ирраціо- 
нальныхъ  мономахъ  и  полиномахъ. 

Характернъм  пргсзнакъ  иррациональности  п — го  порядка 
тотъ,  что  число  ирраціональныхъ  операцій  сведенное  къ  ті- 
пітит'у,  въ  ней  есть  строго  п,  и  не  можетъ  уже  быть  по- 
нижено, такъ  что,  напр., 

12 
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мономъ  перваго  порядка,  а  не  второго. 

Тотъ  же  принципъ  классифицируетъ  и  трансцендентный 


есть  трансцендентная  функція  2-го  рода;  здѣсь  порядокь  за- 
виситъ  уже  отъ  числа  трансцендентныхъ  операцій,  причемъ 
разницей  между  операціей  трансцендентной  и  алгебрической 
здѣсь  является  безконечное  число  операцій  въ  одномъ  случаѣ 
и  конечное  число  ихъ  во  второмъ. 

Такимъ  образомъ  существенными  пунктомъ  при  класси- 
фикаціи  алгебрическихъ  ирраціональностей  или  трансцендент- 
ныхъ функцій  у  Ыоиѵіііёя.  является  число  ирраціональныхъ 
алгебрическихъ  операцій  въ  одномъ  случаѣ  и  число  транс- 
цендентныхъ операцій  въ  другомъ,  причемъ  это  последнее 
относится  безъ  различія  какъ  къ  операціямъ  Ьо#'ированія, 
такъ  и  экспонированія,  т.  е.,  напр.  функціи 


каждая  является  трансцендентной  функціей  второго  рода. 

Съ  современной  точки  зрѣнія  такая  классификація— не- 
полная и  мало  удовлетворительная,  ибо  она  предполагаем 
какъ  функціи,  принадлежащія  къ  одному  и  тому  же  классу, 
такія,  которыя  съ  нашей  точка  зрѣнія — съ  точки  зрѣнія  ро- 
ста функцій — принадлежатъ  къ  разнымъ  классамъ,  и  причина 
этого  явленія— объяснима:  у  ЫожШе'я.  точка  зрвнія,  если 
можно  такъ  выразиться,  —  операціонная,  у  насъ  болѣе  точ- 
ная— точка  зрѣнія  роста;  Ілоиѵіііеъ,  желая  охарактеризовать 
функцію,  считаетъ  число  операцій,  мы  же  подобно  ВогеГю 
въ  его  книгѣ  Ьёсопз  виг  Іа  іЬёогіе  оіе  1а  сгоіввапсе  обраща- 
емъ  вниманіе  на  ростъ  функцій. 

Насколько  вторая  классификація  выразительнѣй  первой, 
показываетъ  слѣдующій  примѣръ:  функція 


ЪодЪод{х?  +  \)  +  §Ъіодхл-^  х  н- 


Ьодх 


Ѵх 


Ѵх—і 


ее+Ьод{х+1)     или  ЪодЪодхл-е 
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Ф(х)=І/од(1  +  еР+Ьодх) 

есть  порядка  2  по  ЫоиѵіПе'ю,  и  по  нашему  при  помощи 
трансфинита  Кантора  (см.  Вогеі,  Іос.  сіѣ.) 

СО~1.СО=\, 

ибо  асимптотически 

Ф(ж)і/ю(1+ф0),   Пш.  ф)=0. 

ж=со 

Мы  говоримъ  здѣсь:  вторая  классификація — выразитель- 
нѣй,  ибо  классификация  съ  точки  зрѣнія  роста  функціи 
есть  въ  тоже  время  яркая  классификація  функцій  и  въотно- 
шеніи  ихъ  свойствъ. 

Но,  быть  можегъ,  полезно  удержать  все-же,  такъ  ска- 
зать, и  операщонную  точку  зрѣнія  въ  вопросахъ  изучен ія 
функцій,  ибо,  теоретически  разсуждая,  этотъ  принципъ  опе- 
раціонный  можетъ  оказаться  полезнымъ.  Съ  принципомъ  Ьі- 
оиѵіПУя,  формулированнымъ  такъ: 

Принципъ  Ьіоиѵі11ѳ'я:  „Если  намъ  дана  трансцендент- 
ная функція  II  п — го  порядка,  зависящая  отъ  мономовъ,  во- 
обще гаворя,  п — го  порядка  0,77, . . . ,  со  и  перемѣннаго  х 
причемъ  Ѳ,гп  . . .  а  въ  свою  очередь  суть  (функцги  х,  то 

ТТ=--/[х$л, ...,«), 

и  другой  функцги  ср{х,Ѳ{гп  . .  .  со)  эквивалентного  /*  существо- 
вать не  можетъ,  если  число  мономовъ  в,гп  .  . . ,  со  сведено  къ 
тіпітит'у:  функція  (р  должна  быть  тожествомъ  относи- 
тельно Ѳ,Гп  .  .  .65е 

можно  поставить  въ  связь  теорему  ВогеѴя.  (гл.  У,  2),  ибо 
одна  хорошо  дополняетъ  другую:  одна  съ  точки  зрѣпія  опе- 
раціонной  выражаетъ  свойства  функціи,  составленной  изъ 
нѣсколькихъ  другихъ  функцій,  другая — съ  точки  зрѣнія  роста. 


12* 


Глава  ѴІ-я. 


Трансцендентный  числа  и  роетъ  Функцій. 

1.  Занимаясь,  въ  бытность  мою  еще  студентомъ  алгеб- 
рическими  и  трансцендентными  числами.  (Мое  студенческое 
сочиненіе  на  медаль  было:  „Обзоръ  изслѣдовангй  объалгебри- 
ческихъ  и  трансцендентныхъ  числахъ  (1899  г.),  я  познако- 
мился съ  теоремами  Негтііёъ,  и  Віпйетапгіъ,  по  поводу  этихъ 
чиселъ.  Позже,  занимаясь  ростомъ  функцій,  я  написалъ  со- 
чиненіе  „О  ростѣ  функцій",  которое  началъ,  было,  даже  пе- 
чатать (1904  г.),  но  по  случайнымъ  обстоятельствамъ  бросилъ 
и  печатать,  и  заниматься  развжтіемъ  моихъ  мыслей. 

Сообщаю  эти  на  первый  взглядъ  неинтересныя  свѣдѣ- 
нія  потому,  что  мысль  Вётоипйо&ъ,  г)  (греческаго  современнаго 
ученаго)  о  связи  теоріи  роста  функцій,  точнѣе  теоремы  Во- 
геРя.  (У,  2)  и  теоремы  Віпйетапгіъ,  никогда  не  была  намъ 
чуждой. 

Разница  только  въ  слѣдующемъ:  Вётоипсіоз  видѣлъ  и 
обнаружилъ  эту  связь,  замѣтивъ  сходство  и  по  формѣ^  и  по 
послѣдствіямъ  между  теоремой  Ыпд>етапп\  и  теоремой  Во- 
геѴя  (Іос.  сіі.). 

Дѣйств., 

Теорема  Ыпйетапп'а:  „Если  аг1  аа, . . . ,  ар  сушь  числа 
алгебрическія,  равно  какъ  и  Аг,  А^  . . . ,  А  ,  то  равенство 

Аге*і  +  А2е**  +  . . .  +Аре*Р  — 0 
возможно  лишь  въ  томъ  случаѣ^  когда  всѣ  Л,=0" 


*)  См.  Аппаіѳв  <1е  РЕсоІе  ^гтаіе  Зирёгіеиге,  1906;  р.  367  и  др. 
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и  теорема  ВогеГя  (Іос.  сіі.)  невольно  наводятъ  на  эту  связь, 
а  это — точка  зрѣнія  и  исходный  пунктъ  разсужденій  Вётоип- 
(Яоз'а. 

Мы  же  лично  думали  о  таковой  связи  трансцендентныхъ 
чиседъ  и  теорій  функцій  нѣсколько  иначе,  и  свои  сообра- 
женія  мы  сообщили  даже  профессору  въ  Геттингенѣ  2).  Ий- 
ЪегРу  (1906-мъ  году  лѣтомъ),  но  маститый  ученый  въ  виду, 
быть  можетъ,  расплывчатости  нашихъ  соображеній,  не  далъ 
намъ  опредѣленныхъ  указаній. 

Мы  въ  своихъ  размышленіяхъ  находились  больше  подъ 
вліяніемъ  идей  Ыоиѵіііёл  по  этому  предмету,  и  мы  полага- 
ли, что  степень  быстроты  роста  числа,  выраженнаго  при 
помощи  того  или  иного  безконечнаго  алгориѳма  (непрерывной 
дробью  или  рядомъ),  опредѣляетъ  природу  числа.  Это — наша 
точка  зрѣнія.  Позже  мы  убѣдились  въ  томъ,  какъ  мы  были 
справедливы  въ  нашихъ  соображеніяхъ,  ибо  мы  встрѣтили 
буквально  туже  точку  зрѣнія  у  современнаго  французскаго 
математика  Е.  МаШеі.  (См.  его  книгу  „Іпігосіисііоп  а  1а 
іпёогіе  <1е8  потЪгез  Ігапзсепйапіа"). 

Къ  нашему  глубокому  сожалѣнію  благодаря  разнымъ 
случайностямъ  мы  не  только  не  занялись  разработкой  нашихъ 
идей,  но  даже  забыли  ихъ,  и  лишь  вотъ  недавно  мы  снова  на 
нихъ  натолкнулись,  познакомившись  съ  удивительной  книгой 
Е.  МаіІШ,  а  также  съ  мемуаромъ  Вётоипйоз'а,1). 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  связь,  указанная  Вётоипсіоз' омъ  — 
поразительна,  и,  если  мы  еще  добавимъ  сюда  также  методъ 
изученія  чиселъ  трансцендентныхъ  ЫоиѵіПе'емъ,  то  мы  ви- 
димъ,  что  современнымъ  математикамъ  дѣйствительно  откры- 
вается новая  и  поразительно  интересная  область  изслѣдованія. 

Никогда,  можно  сказать,  ариѳметика  не  соприкасалась 
такъ  тѣсно  съ  анализомъ  безконечно  малыхъ,  теорій  функ- 
цій,  дифференціальныхъ  уравненій,  и  математики,  начавшіе, 
было,  терять  вѣру  въ  возможность  осуществленія  „единства" 
въ  математической  наукѣ,  могутъ  надѣяться,  что  мысль  о 


х)  Въ  то  время,  когда  настоящая  работа  была  сдана  въ  печать,  намъ 
попался  въ  руки  интересный  мемуаръ  Е.  8ѣгі(І8Ъег§'а  въ  Аеіа  МаіЬ.  Т.  33. 
(1910).  «8аг  циеіддез  ргоргіёЧёз  агііптёіідаез  Ле  сѳгіаіпев  Гопсііопз  ітапзсеп- 
гіапіев»,  и  мы  съ  удовольсгвіеыъ  отмѣчаемъ  общее  сходство  во  взглядахъ 
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единствѣ  идей  въ  анализѣ  какъ  конечномъ,  такъ  и  безко- 
иечномъ, — осуществима.  По  поводу  связи  ариѳметики  и  ана- 
лиза вамъ  невольно  приходятъ  на  память  слѣдующія  слова 

Л.  Роіпсагё  (Зсіепсе  еі  тёіігооіе,  р.  36): 

„Сезі  аіпзі  аи'оп  рагіе  йе  потЬгез  ігапзсепйапіз,  еЬ 
ди'оп  зе  гепоі  сошріе  аіпзі  цие  Іа  сіаззі/гсаііоп  (иіиге  сіе  сев 
потЪгез  а  оіёуа  роиг  ішаде  Іа  ЫаззфсаЫоп  йез  {опсііопз  ігапз- 
сепйапіез.  еі  серепсіапі  оп  пе  ѵоіі  раз  епсоге  ігёз  Ыеп  соттепі 
оп  роигга  раззег  оѴипе  сіаззфсаііоп  а  Гаиіге;  таіз  зі  оп 
Ѵаѵаіі  ѵщ  сеіа  зегаіі  йёуа  /'аіі,  еі  се  пе  зегаіі  ріиз  Гоеиѵге 
йе  Гаѵепіг." 

Сходство  между  теоремами  Негтііе-ЫпЛетапгіа,  п  Во- 
геГевской — все-же  неполное:  читатель,  непосредственно  сли- 
чая эти  двѣ  теоремы,  видитъ,  что  теорема  ВогеГя  обнимаетъ 
собой  безчисленное  множество  функцій,  растущихъ  различно 
въ  зависимости  отъ  функціи  и(г),  фигурирующей  въ  выра- 
женіяхъ 

Мг)  и  &№Х1+*\  о<а, 

играющихъ  здѣсь  главную  роль;  между  твмъ  теорема  Ъіп- 
&етапп\  приводить  въ  связь  лишь  числа  алгебрическія  и 
трансцендентныя.  Вставая  же  на  точку  зрѣвія  МаіПеі,  мож- 
но создать  въ  будущемъ  особую  классификацию  трансцепдент- 
ныхъ  чиселъ,  и  тогда— возможно — теорема  Негтііе-Ілпоіе- 
тапгіъ.  будетъ  лишь  частнымъ  случаемъ  другой  болѣе  общей 
теоремы,  еще  не  существующей. 

Полагая  въ  основу  быстроту  роста  числа,  выражен- 
наго  при  помощи  какого-либо  безконечнаго  алгориѳма,  воз- 
можно, что  мы  вайдемъ  какое  -  нибудь  соотношеніе  между 
трансцендентными  числами  разныхъ  порядковъ.  Какіе  пути 
приведутъ  къ  рѣшенію  этой  интересной  проблемы,  мы  не 
знаемъ,  но  мы  думаемъ,  что  вѣроятно  можно  прійти  къ  рѣ- 
шенію  путемъ  ЪіоиѵШёа,  которыми  уже  шелъ  въ  своей  кни- 
ге Еоі.  МаіІШ;  это — одинъ  путь,  а  другой  путь  —  изученіе 
дифференціальныхъ  уравненій  съ  точки  зрѣнія  роста  функ- 
цііЦ  такимъ  путемъ  былъ  доказанъ  цѣлый  рядъ  теоремъ  по 
поводу  /опсііопз  Ъурегігапзсепоіапівз  въ  книгѣ  МаШеі  (Іос. 
сіі.  р.  246  и  слѣдующія).  *). 


г)  См.  также  выше  упомянутый  мемуаръ  г.  81гЫ8Ьег§'а. 
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Этотъ  второй  путь  —  еще  совсѣмъ  новый,  и  въ  этомъ 
направлепіи  современный  математикъ  найдетъ  для  себя  не- 
исчислимое число  иптереспѣйшихъ  задачъ  и  вопросовъ. 

Послѣ  сдѣланныхъ  нами  замѣчавій,  надѣемся,  справед- 
ливость фразы  Н.  Роіпсагё,  приведенной  нами  выше,  стано- 
вится больше,  чѣмъ  понятной.  Родство  между  проблемой  о 
трансцендентныхъ  числахъ  и  проблемой  роста  функцій  мы 
можемъ  обнаружить  еще  и  иначе,  вставая  на  точку  зрѣнія 
ученія  МещепІёНге,  точнѣй,  если  мы  взглянемъ  на  ту  и  дру- 
гую область — область  трансцендентныхъ  чиселъ  и  область 
роста  функцій  (епзетЫе  д.е  сгоіззапсез  сіез  /опсігопз)  съ  точ- 
ки зрѣнія  ихъ  мощности  (риіззапсе,  МіісЫідкеіі),  ибо  по- 
видимому  степень  ихъ  неперечислимости — одна  и  таже:  на 
это  наводятъ  изслѣдованія  Ви-Воіз-Веутопа1^  о  ростѣ  фувк- 
цій  съ  одной  стороны,  а  также  соображенія  объ  ирраціональ- 
ныхъ  и  трансцендентныхъ  числахъ  съ  другой.  (См.  Ви-Воіз- 
ВеутопЛ.  Маіѣ.  Апп.  В.  8  ипсі  1 1 ).  Мы  не  вдаемся  въ  из- 
слѣдованіе  этого  вопроса,  ибо  это  насъ  далеко  бы  завело. 

Въ  заключеніе  мы  обраьцаемъ  вниманіе  читателя  еще 
разъ  на  мемуаръ  Ветоипйоз\\  въ  немъ  читатель  найдетъ 
интересныя  обобщенія  теоремъ  Легтііе-ЫпсІетапп'а,)  замѣ- 
тимъ  еще  разъ  также,  что,  если  число  заданное  намъ  для 
изслѣдовавія,  предложено  въ  видѣ  ряда  и  непрерывной  дроби, 
то  ростъ  этихъ  послѣднихъ  и  степень  быстроты  роста  ихъ 
несомнѣнно  должны  играть  роль  при  опредѣленги  природы 
числа — это — наша  точка  зрѣнія. 

Вставая  на  эту  точку  зрѣвія,  мы  должны,  рѣшить  мас- 
су вопросовъ:  когда,  напр.,  сумма  двухъ  чиселъ  а  и  /?  раз- 
ныхъ  по  природѣ  является  одинаковой  по  природѣ  съ  числа- 
ми а  или  В?  Какія  условія  этого?  Какимъ  условіямъ  рядъ 

оо 

2апхп  долженъ  удовлетворять,  чтобы  выразить,  напр.,  при 

о 

х=а  раціональному  (или  алгебрическому)  числу  число  алге- 
брическое  или  трансцендентное?  и  т.  п.;  но  мы  должны  здѣсь 
остановиться,  ибо  эти  вопросы — еще  неясны  намъ,  и  мы  не 
умѣемъ  отвѣтить  на  нихъ. 


Глава  ѴІІ-я. 


Теорія  роста  Функцій  и  аналитическое  про- 

долженіе. 

Настоящую  заключительную  главу  нашей  работы  мы 
хотимъ  посвятить  вопросу  объ  анадитическомъ  продолженіи 
функціи,  такъ  какъ  благодаря  работамъ  ВогеГя  (Ьёсопз  8иг 
Іе§  8ёгіе8  сііѵег^епіез)  и  Ве  Воу  (Аппаіез  сіе  1а  Еасиііё  сіез 
зсіепсез  сіе  Тоиіоизе,  1900),  вопросъ  объ  аналитическомъ 
продолженіи  и  теорію  роста  функцій  можно  очень  просто  и 
непосредственно  поставить  въ  связь. 

Займемся  сначала  рядами  зоттаЫез  (суммируемые) 
Бореля.  Пусть  намъ  дана  функція 

Л*)=а0  +  а1я+  .  .  .  +апгп+  .  .  .  (1), 

и  пусть  радіусъ  сходимости  ряда  (1)  есть  нуль  всегда.  По- 
видимому  такой  рядъ,  опредѣленный  тѣмъ  условіемъ,  что 

п 

Ііт|/~КП  =оо  (2) 

совершенно  безполезенъ,  благодаря  такому  закону  росту  коэф- 
фиціентовъ,  который  выраженъ  у  насъ  формулой  (2).  Но 
послѣ  работъ  ВогеГя  такой  взглядъ— ошибоченъ:  если  рядъ 
(1)  формально  существуетъ,  то  этого  уже  достаточно,  чтобы 
построить  при  помощи  его  функцію,  имъ  опредѣляемую, 
хотя  рядъ  (1)  формально  расходящійся. 

Таковой  является  современная  точка  зрѣнія  на  рядъ 
ТауІог\\  рядъ  Тау1ог'а  является  всегда  носителемъ  скрытыхъ 
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свойствъ  функціи,  и  нужно  только  умѣть  создать  методъ, 
дающій  возможность  „вскрыгь"  эти  „скрытыя  свойства"  ря- 
да— функціи;  выражаясь  картинно,  нужно  умѣть  подъискать 
соотвѣтствующій  реактивъ,  чтобы  вскрыть  эти  свойства. 

Нетрудно  понять,  что  работы  МШад-Ье^иг'ъ.,  работы 
ВогеѴя.  и  Ъе  Воу — всѣ  онѣ  даютъ  какъ  разъ  такіе  методы 
по  отношенію  къ  ряду  Тауіог^в,. 

Такіе  методы,  утверждаемъ  мы,  расширяютъ  понятіе 
суммы  ряда  въ  томъ  же  смыслѣ,  какъ  интегралы,  взятые  отъ 
функцій;  рядъ  расходящійся  въ  этомъ  смыслѣ  можетъ  уже 
не  быть  однозначной  функціи  и  иногда  можетъ  допускать 
даже  періоды.  Обратимся  однако  къ  нашей  проблемѣ;  замѣ- 
тимъ,  что  рядъ  (1)  можно  записать,  не  измѣняя  его 

о 

и  какъ 

00 

о 

ТО 

о  о 


Предположимъ,  что  рядъ 

о 

(это  и  есть  рядъ  взаимный  ряду  (1)  въ  смыслѣ  Бореля), — 
сходящійся,  и  предположимъ  также,  что  порядокъ  роста  его 
р^І,  тогда 

/•(*)  =  ^  ег-*Ф{аг)йа  (4), 

о 
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и  мы  видимъ,  почему  р^І,  ибо  для  существованія  (4)  нуж- 
но, чтобы  интегралъ 


ос 

і 


е—аФ(аз) 


йа  (5) 


(а=реально) 


былъ  конечнѵімъ,  а  это  случится,  если  Ф(ая) — цѣлая  транс- 
цендентная функція  порядка  роста  не  выше  перваго.  Мы  не 
будемъ  затрагивать  вонросовъ,  поднятыхъ  и  трактуемыхъ  Бо- 
релемъ  въ  его  книгѣ  (Іос.  сіі.)  по  поводу  функціи  (4),  и 
сдѣлаемъ  лучше  нѣсколько  примѣчаній  новыхъ. 

Допустимъ,  что  намъ  удалось  представить  Ф(х)  такъ: 

Ф(х)=еі**.Фг{х),    о<1  (6), 

причемъ  порядокъ  роста  |  Ф{(х)  \  еще  ниже  тогда  фор- 
мула (4)  запишется  такъ: 

оо 

/(*)  =  ^  е-а(і-г^Р .  аР  -       (аг)йа  (7). 
о 

Формула  (7)  —  интересна,  ибо  она  даетъ  возможность 
знать  многія  свойства  функціи  (7).  Такъ,  мы  видимъ,  что, 
пока  функція /'(#) — законна  для  всей  плоскости;  въ  слу- 

чаѣ,  если  р=1,  формула  (7)  превращается  въ  формулу 

оо 

=  ^е-^-^.Ф^аг^а  (8), 


и  мы  непосредственно  замѣчаемъ,  что  въ  этомъ  случаѣ  точка 

,я=— ,  гдѣ  у—беіл) — особенная  для  интеграла  и  слѣд.  для 

Д#).  Если  мы  положимъ  #=гег>,  то  (8)  законна,  пока  реаль- 
ная часть 
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или 

1—гбСо8(<р  4-  а)>  0  (9). 


Если  положимъ 

8=:г(С08(р  +  І8ІП(р)~Х+ІУ  \ 

у  =  б(Соза -н і8гпа)—х0  л- іу0}, 

то  (9)  становится 

1>Х*0— Уу0       (10),   и  1=Хг0— 7у„  (11) 

есть— прямая,  проходящая  черезъ  точку  з0— — і-т—  и  яер- 

пендшулярная  къ  лучу,  соединяющему  точку  нулей  съ  тон- 

.  1 
я<т  — . 

7 

Можетъ-ли  быть  Д#)  продолжена  вдоль  луча,  соединяю- 
щая точки  0  и  — ,  за  точку  Въ  этомъ  случаѣ  <р= — а, 
и  (9)  превращается  въ 

1 — гб>0    или  г<— , 

т.  е.  за  точку  —  функція  Дг)  продолжена  быть  не  можешь. 

Такимъ  образомъ  мы  получили  слѣдующую  теорему,  нѣ- 
сколько  обобщающую  теорему  ВогеГя: 

(А).  Теорема.  „Если  намъ  предложенъ  рядъ  (1)  съ  ну- 
лѳвымъ  кругомъ  еходимости  и  если  рядъ  взаимный  съ  (1) 

Ф( аз )  можетъ  быть  представленъ  какъ 

Ф(а*)=ег(«*)Р  .Фх(аг),  (о<1), 
причемъ  порядокъ  роста  Ф1(аз)  ниже  р,  то  рядъ 

00 

Д#)  =  ^  е-ясі-т^аР-^.Ф^а^гіа 

о 

(а — реально) 
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при  р<11  имѣетъ  мѣсто  па  всей  плоскости',  если  же  р=1 , 
то  точка  у-1  есть  критическая  точка  для^),  и^)  тогда 
законна  лишь  въ  той  полуплоскости,  которую  мы  получимъ 

со  стороны  начала,  проводя  прямую  черезъ  точку  —перпен- 

1  ^ 

дикулярно  къ  лучу,  соединяющему  точки  нуль  и  — ;  функція 

1\  1  ^ 

Д#)  вдоль  луча  (О,  —у  за  точку  —  непродолжаема." 

Любопытнымъ  въ  нашей  теоремѣ  является  то  обстоятель- 
ство,  что  особепш»  точка  такь  странно  появляется  на 

сцену:  мы  сдѣлали  предположеніе  о  ростѣ  функціи  Ф(х)  въ 
формѣ  (6),  и  точка  #о=—  оказывается  особенной  при  р=1. 

Вотъ  примѣненіе  этой  теоремы:  пусть  данъ  рядъ 
Ѵ^(^)=1  -+-0    ^2н-  .  .  . 

Ему  взаимный  есть  Ф(аз)=еаз,  т.  е.  у=1,  а  потому 
точка  г=\ — особенная  для  ряда  и>(2),  что  и  есть  въ  действи- 
тельности. 

Интересно  было  бы  теперь  получить  другую  теорему, 
дополнительную  къ  только  что  данной  (А),  которая  позволя- 
ла бы  еще  опредѣлить  и  природу  особенной  точки,  т.  е.  поз- 
волила бы  напередъ  знать,  что  такое  точка  полюсъ  или 

существенно  особенная  точка? 

Кромѣ  метода  ВогеГя  можно  пользоваться  съ  успѣхомъ 
часто  и  методомъ  Ъе  Воу  (Іос.  сіі.). 

Но  мы  не  будемъ  вдаваться  въ  эти  изслѣдованія:  это 
сильно  удлиннило  бы  нашу  работу.  Въ  будущемъ  мы  вер- 
немся, быть  можетъ,  еще  разъ  къ  затронутой  въ  этой  главѣ 
темѣ  съ  болѣе  слеціальными  и  исчерпывающими  задачу  изслѣ- 
дованіями. 

Кончая  работу,  не  можемъ  все-же  не  сдѣлать  одного 
замѣчанія,  не  лишеннаго,  быть  можетъ,  интереса,  по  поводу 
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полипома  суммируемости  ВогеѴя  (см.  Вогеі  Ъесопз  зиг  Іез 
зёгіез  оііѵегдепіез,  р.  120  и  др.).  Вогеі,  суммируя  ряды  рас- 
ходящіеся  сбоимъ  методомъ,  чаще  всего  производилъ  инте- 
грацію  иодъ  знакомъ  интеграла  типа,  скажемъ,  (7)  или  (8) 
при  а  реальномъ. 

Замѣтимъ  отъ  себя,  что  иногда  очень  полезно  замѣнять 
интеграцію  вдоль  луча  реальнаго  интеграцией  вдоль  любого 
ЛуЧа — вектора  (вдоль  его  положительной  части):  это  даетъ 
возможность  мѣнять  площадь  полипома  сходимости,  и  слѣд. 
полиномъ  Бореля —  не  единственный  —  ихъ  можно  получить 
много  и  разнообразныхъ. 

На  примѣрѣ,  положимъ,  ряда 

Дг):=:1+г+г2+  .  .  . 
мы  находимъ,  что  при  а=геі(а  (со — постоянное) 

со 


имѣетъ  смыслъ  лишь  при  условіи 

В{ф-і)}<о, 

т.  е.  если 

(г=ре*а=Х+гУ,  а=геіш 

то 

(X—  1)Созсо—  У8іпсо<0, 


а  слѣд.  прямая  пограничная 

(X—  \)Созсо—  УЗіпсо— 0 

по  прежнему  Л. — на  къ  лучу  (со),  но  она  уже  даетъ  иной  по- 
лигонъ  суммируемости  по  сравненію  съ  прежнимъ  въ  слу- 
чаѣ  а  реальнаго. 

Наконецъ  еще  одно  послѣднее  замѣчаніе:  изъ  сказаннаго 
ясно,  что  не  всѣ  ряды,  конечно,  можно  суммировать  при  по- 
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мощи  экспоненціальной  функціи,  дающей  взаимную  функцію 
предложенной  уже  въ  видѣ  сходящагося  ряда,  и  зависитъ  это 
отъ  степени  быстроты  роста  коэффиціентовъ  расходящагося 
ряда. 

Отсюда  вытекаетъ  проблема  тоже  не  лишенная  интереса 
для  математика:  изучить  болѣе  точно  ростъ  расходящихся 
рядовъ  (ростъ  коэффиціентовъ  въ  рядѣ)  и  сообразно  тому 
или  иному  закону  роста  подобрать  соотвѣтствующій  алгориѳмъ 
суммированія,  ибо  несомнѣнно  вѣдь,  что,  напр.,  Борелевское 
суммированіе — вовсе  не  общее;  но  эта  проблема — еще  только 
начата,  и  рѣшеніе  ея  принадлежитъ  будущему. 


Литература  вопроса. 
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дѣнія  очень  детальныя  въ  работѣ  6г.  Ѵіѵапіі  (АШ  <1е11а  8о- 
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